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CAPITOLO 1

INTRODUZIONE ALLA STATISTICA DESCRITTIVA

In questo capitolo, a parte un breve cenno storico, verta diaa definizione
di statistica descrittiva e del suo oggetto di indaginege ¢gitenomeni collettivi.
Verra, infine, proposta una breve bibliografia.

1.1. (G=ENESI DELLA STATISTICA

Da sempre I'essere umano si e caratterizzato per la stadateé a raccogliere informa-
zioni su se stesso e sull'ambiente nel quale egli e visaltduplice fine di prendere
coscienza di sé e di aumentare le possibilita di sopranza della propria specie. Le pri-
me iniziative di raccolta finalizzata di dati, si ebbero npp@na la vita sociale dei primi
uomini si organizzo in forma piu evoluta, dando luogo agdapioni, dotate di regole di
comportamento e di autorita incaricate di farle rispettar

Ad esempio uno dei primi libri della Bibbia, | Numeri, ha tai&lo perché comin-
cia con I'enumerazione del popolo. Nelle prime pagine vidascritto un rudimentale
censimento delle tribu di Israele: numero dei maschi sgoda stirpi e le case.

Altri censimenti di popolazione, a fini militari e fiscali,rfono attuati dai Romani (Censi-
mento di Servio Tullio intorno alla meta dell’'VIll a.C., @simento di Erode in occasione
della nascita di Cristo, ...), tanto per non citare piu resresperienze dei popoli egiziani
e cinesi.

Con il passare del tempo I'osservazione finalistica e valaatei fenomeni, la loro rap-
presentazione simbolica e la registrazione delle inforamaacquisite si estese allo studio
dei fenomeni empirici di pertinenza delle scienze natwalociali, ad esempio: alle pie-
ne di fiumi, alle maree, ai moti degli astri, alle precipitazi piovose, alla produzione
agricola, alla durata di vita delle persone, alla composigj per sesso e per eta, della po-
polazione, alla variabilita territoriale o temporale gegzzi, alla produzione industriale,
alla distribuzione del reddito delle famiglie,. ..
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La Statistica attiene appunto alla raccolta ed alla anaéisdati per studiare ienomeni
collettivi, ovvero quei fenomeni che possono essere percepiti, rmethanterezza, solo
mediante numerose osservazioni.

Le applicazioni della Statistica rivolte a quello speci@eomeno collettivo costituito da
popolazioni umane stanziate in un certo territorio, furtaimente diffuse e generalizzate,
che ancora oggi I'insieme delle unita portatrici delleoimhazioni elementari, costituen-
ti il generico fenomeno collettivo, le cosiddette “unitatsstiche”, sono indicate con i
sinonimi di collettivo statisticee popolazione

Ad ogni buon conto la paternita del termine Statistica psgere fatta risalire all’italiano
Ghislini, che nel 1589 definisce la Statistica comeléscrizione delle qualita che carat-
terizzano e degli elementi che compongono uno Stdttedesco Conring che nel 1660
tenne presso I'Universita di Helmstad un corso chiamaéatSkunde avente per oggetto
la descrizione sistematica delle cose piu notevoli peitidegli stati, mentre il merito
di aver dato origine alla piu numerosa collezione di datiistici della storia passata puo
essere attribuito al Concilio di Trento, che impose ai para@ regolare trascrizione dei
matrimoni, dei battesimi nonché dei morti.

1.2. |FENOMENI STATISTICI

La Statistica entra in gioco o almeno dovrebbe essere tgmasente, non appena ci Si
accinge ad attuare una raccolta finalizzata di informazsondi un prefissato fenome-
no collettivo; in genere essa diventa tanto piu indispeifs@uanto piu sono ingenti le
risorse necessarie alla raccolta in oggetto.

A titolo esemplificativo proviamo ad elencare alcuni probleeali, esposti talvolta in
forma interrogativa, che, coinvolgendo lo studio di fenamdi massa, richiedono I'uso
della moderna metodologia statistica:

— quali sono stati gli effetti, a livello provinciale, dei mati provvedimenti del gover-
no a favore della occupazione giovaRile

— é possibile evidenziare l'incidenza del fumo sulla salldgli italiani? In particola-
re, esiste una dipendenza tra fumo e cancro polmonare?

— la direzione commerciale di una azienda deve scegliereueadd/erse campagne
pubblicitarie che hanno il comune obiettivo di un aumentoriderdo della marca
presso i consumatori

— il responsabile di produzione deve assicurarsi che le dsinengeometriche dei
pezzi prodotti in grande serie soddisfino le specifiche dghs
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— un revisore aziendale deve emettere un giudizio profeakarrca la correttezza o
meno della voce contabile “scorte di magazzino compostarda £5000 voci

L'azienda stessa da luogo a fenomeni collettivi, essaadtimostituita da uomini, strutture
organizzative e tecniche e crea beni e servizi, per cui @asttetti aziendali possono essere
percepiti solo mediante numerose osservazioni. Inoltre @gno d’industria puo essere
costituito da una miriade di imprese.

La Statistica assume quindi un ruolo importante all'intedell'impresa; essa infatti &
strumento di sintesn quanto fornisce fotografie dei vari aspetti aziendasitramento di
analisj in quanto consente il confronto tra diverse realta azaéraltra diverse funzioni
aziendali evidenziando le eventuali differenze.

1.3. ANALISI STATISTICA DEI DATI

Se pensiamo che lo scopo della Statistica sia lo studio gatw e sistematico delle in-
formazioni concernenti un fenomeno collettivo di inteegsalora possiamo pensare alla
Statistica come ad una disciplina che ha a che fare con lariene e la rappresenta-
zione sintetica di insiemi di dati, donde il termineahalisi statistica dei dadi statistica
descrittiva

In tale ottica, dunque, I'osservazione si concentra sub tadividuale con cui un certo
fenomeno collettivo si manifesta e pertanto I'insieme @si adividuali viene a costituire
la popolazione statistica di riferimento; i residenti inagrto paese nel caso di censimento
demografico, i prezzi dei singoli beni offerti sul mercattienandagini sul costo della vita,
gli individui di cui si desidera rilevare I'orientamentaca una data questione nel caso di
indagini di opinione, ...

L'analisi statistica dei dati fornisce una sintesi quaativia dei fenomeni oggetto di studio
rendendone possibile, ricorrendo per lo piu a strumentématici che spesso si risolvono
in semplici indici di sintesi, una visione semplificata.

| metodi della statistica descrittiva, applicati ai diveraratteri mediante i quali il fe-
nomeno in esame si manifesta, consentono di evidenziargualetendenze di fondo o
regolarita nelle loro manifestazioni e mettere in luceoleventuali legami di dipendenza.
Scopo dei capitoli che seguono e pertanto quello di offiireettore una, seppur breve e
limitata, panoramica dei principali strumenti che coneantun primo approccio all'ana-
lisi statistica dei dati prendendo le mosse dallo studiondsolo carattere, sia esso qua-
litativo 0 quantitativo, per giungere infine all’analisirggiunta di due caratteri rilevati su
una medesima popolazione, introducendo cosi il Lettoneedl@ che viene abitualmente
dettaanalisi statistica dei dati multivariaper la quale rimandiamo ai testi specifici citati
al paragrafo 1.5.
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1.4. PFRINCIPALI FONTI STATISTICHE

E’ quasi ovvio segnalare che in campo aziendale la racceltdati € in genere finalizzata
alla risoluzione di qualche specifico problema, ad esempjratuzione, di vendita,
di marketing, di miglioramento della qualita, di monitggho degli infortuni, o piu in
generale al’'aumento delle conoscenze su prodotti, ¢liemmcorrenza, ...

A tal fine si cerca di far ricorso, quando cio e possibilefaimazioni gia raccolte da enti
istituzionali, associazioni di categoria, aziende sgeaate e cosi via.

In Italia primo fra tutti per la quantita di statistiche fote & I'lSTAT, acronimo di Istituto
Centrale di Statistica, che, costituito nel 1926 ed allettirdipendenze del Consiglio dei
Ministri, provvede a raccogliere direttamente o a coongila raccolta di dati da parte di
altri enti, quali i Comuni, le Regioni, le CCIAA, le ASL, .su settori quali ilterritorio,
climatologia e ambiente naturale popolazionesanita e sicurezza socialeistruzione

le statistiche sociali e culturali vatiéa giustizig il lavorg i conti economici naziongli
I agricoltura, foresta e pesdandustrig le costruzioni ed opere pubblichie commercio
interno, turismo e commercio con l'esterd@rasporti e comunicaziofil credita

Per renderci conto della vastita e complessita di talealée di documentazione statistica,
e sufficiente osservare che sotto la visteuziond’elaborazione ISTAT concerne aspetti
relativi a le scuole materne, le scuole elementari, le cgetondarie superiori, I'eta
della popolazione scolastica, l'istruzione artistica esioale, l'istruzione universitaria, i
laureati, le statistiche delle scuole para-universitaigersi di formazione professionale,
le scuole speciali per minorati fisici, psichici e sensarial

Non va comunque dimenticato che, oltre alle precedentiadmni correnti, cioe effettua-
te con scadenza annuale, I'I|STAT si occupa anchecdesimentitra questi quelli della
popolazionecon cadenza decennale dal 1861, degkrcizi industriali e commerciali
degliesercizi e della produzione industriale e del commened’ agricoltura

Dopo I'ISTAT, in un elenco ideale di fornitori di informazio statistiche, seguono: enti
previdenziali ed assicurativi (INPS, INAM, INPDAP, ISVAR,.), i Ministeri con com-
petenza su Industria, Lavoro, Sanita, Motorizzazionel€iv. ., Associazioni territoriali
dell'Industria, del Commercio, dell’Artigianato, Isttidi ricerche economiche e sociali,
Istituti ed Osservatori per lo studio della congiunturdladeccupazione, ...

Sono anche disponibili numerose banche date (CERVED, SAR#xtrale dei Bilanci,
Pagine Gialle, Pagine Utili, NIELSEN, ...) in grado di famj a titolo oneroso e per
scopi commerciali, fiscali, creditizi, di marketing, .. marose informazioni su aziende,
famiglie, consumatori, ecc. .. .italiani.

In altri casi le aziende provvedono, direttamente o trasuigeta specializzate, quali ad
esempio: DOXA, Demoscopea, CIRM, SWG, CEMIT, ASSIRM, .. pracurarsi le in-
formazioni di cui hanno bisogno, ad esempio il livello di dflazione della clientela, le



1.5. Nota bibliografica 11

guote di mercato detenute della concorrenza, le linee deteza, le abitudini e le aspi-
razioni dei potenziali clienti,...A tale fine alle tradim@li indagini mediante interviste
dirette, telefoniche e postali si sono recentemente aggindagini condotte con nuovi
strumenti di raccolta dati quali CATI, acronimo di Computéded Telephone Interview,
fax, e-mail e siti Internet.

1.5. NOTA BIBLIOGRAFICA

Nel seguito forniamo al Lettore una breve bibliografia diitdsanalisi statistica dei dati,
cosi come intesa nei paragrafi precedenti. Spesso, inolegti, nonostante il titolo, of-
frono solo cenni di Statistica descrittiva per dedicargniodo piu approfondito a quella
che comunemente va sotto il nome di Statistica infereazi@uesto € certamente il caso
dei testi di Scuola anglosassone, che con il termine Statisttendono Statistica infe-
renziale; la Scuola francese distingue, peraltro, trasdigie, la Statistica inferenziale, e
Analyse des Donnés, la Statistica descrittiva.

Per tali motivi, ci limitiamo a citare alcune pubblicazipmi lingua italiana, che a nostro
giudizio possono essere di aiuto al Lettore per approfoadtine analisi successive.

* sull'analisi statistica dei dati si possono consultaresiitéi Frosini (1990), Frosini
(1995), Jalla (1989), Jalla (1991), Landenna (1997), LIE9BE), Naddeo (1972),
Parpinel and Provasi (2004), Piccolo (2000);

* per quanto attiene alla analisi statistica dei dati multatail Lettore puo trarre
spunto dai testi di Fabbris (1997), Mignani and Montana®io(® nonché di Vitali
(21997).



CAPITOLO 2

MUTABILI E VARIABILI STATISTICHE

In questo capitolo verranno date le prime definizioni deitdistica descrittiva.
Si tratta di concettio semplici e tuttavia non trascurabilina attenta lettura
dei paragrafi seguenti portera il Lettore a conoscere i ettindi collettivo e
unita statistiche, di carattere e insieme delle modatit&cale di misura per la
classificazione dei caratteri fino a giungere alle definizibmariabile e mutabile
statistica nonché ai rispettivi insiemi dei dati indivadue alla matrice dei dati.

2.1. PRIME DEFINIZIONI

Ogni attivita di osservazione e di analisi di un fenomene fdtcia ricorso alla statistica
comporta come primo passo la corretta delimitazione neai® e nel tempo delle unita
portatrici di informazioni circa il fenomeno stesso, uastiva individuazione delle ca-
ratteristiche che concorrono a spiegare il fenomeno nefelSpressioni con cui queste
si manifestano.

Cosi ad esempio volendo indagare circa la qualita des#gmamento di un corso universi-
tario appena terminato, potremmo pensare di intervistdtigyti Studenti che nel corrente
anno accademico hanno frequentato il corso onde ottenf@r@azioni su alcune carat-
teristiche che reputiamo possano concorrere al giudizigobessivo circa il fenomeno di
interesse. Tra queste ad esempio la chiarezza espositidaainte, la sua puntualita alle
lezioni, il numero di ore dedicate alle esercitazioni, ecc.

Per formalizzare e al contempo avvicinarci alla correttairologia statistica € oportuno
introdurre alcune definizioni che sono alla base dei concle¢t verranno via via esposti
nel seguito.

Definizione 2.1 (Collettivo statistico)
definiamo collettivo statistico o popolazione, l'insiefealelle entita mediante le quali &

possibile ottenere informazioni sul fenomeno stesso.
O
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Per analogia, chiamiamanita statistichgli elementiw,, dell’insiemef). Indicando con
n la numerosita di2, possiamo dunque scrivere

Q= {wa}azl,...,n = {wi,wa, ... Wi}

Ciascuna unita statistica, € portatrice dell'informazione statistica elementate eerra
rilevata mediante un’attivita di “misurazione”.

Va ben tenuto a mente che il collettivo statistico rappresémpresupposto di qualsiasi
futura analisi. Gli strumenti statistici ci consetirannaddscrivere come il fenomeno si
manifesta sulle unita della popolazione, pertanto mdtnaione va posta in questa fase
iniziale di scelta del collettivo.

Cosi ad esempio con un’intervista telefonica agli abitdinin comune per indagare circa
la loro soddisfazione in seguito alla costruzione di ungapigclabile non potremo affer-
mare che i risultati dell'indagine riguardino la soddisteee dei residenti nel comune, ma
piuttosto di tutti gli abbonati telefonici del comune!

Definizione 2.2 (Carattere)
definiamo carattere la grandezza che, rilevata su ciasauite statistica, sara di aiuto

nella comprensione del fenomeno collettivo in esame.
0

Un carattere puo essere una grandezza di differente natdrasempidisica (statura,
peso, colore dei capelli di una persona, edpnomic4reddito annuo imponibile, prezzo
di una merce, ...Jemograficgnumero di matrimoni, numero di nati vivi, .. psicologica
(stato d’animo di un elettore, propensione all’acquistardconsumatore, ...)

Precisato il fenomeno su cui siintende indagare, defingoliettivo di riferimento e scelti

i caratteri da rilevare, occorre individuare le diversegiloii manifestazioni anodalita
dei singoli caratteri in esame. A tal proposito valga la sedge

Definizione 2.3 (Insieme delle modalé di un carattere)
definiamo insieme delle modalita di un carattere I'insievhali tutte le possibili espres-

sioni con cui il carattere pué manifestarsi.
O

> EsSemMPIO?2.1

Volendo chiarire i concetti introdotti, immaginiamo di eoé indagare circta capa-
cita ricettiva degli alberghi di una comunita alpirae tale € il fenomeno collettivo
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su cui desideriamo indagare, il collettivo statisti€d) viene a coincidere con l'insie-
me degli esercizi alberghieri situati sul territorio detlamunita. Le unita statistiche
sono pertanto rappresentate dai singoli esercizi albetighi

Ai fini dell'indagine, possiamo pensare di rilevare, su gi@s unita del collettivo,

piu caratteri, ad esempio

* il numero di posti lettple cui modalita vengono a coincidere con un sottoin-
sieme degli interi positivi, ad esempid = {10, 11, ...,120};

* la superficie dei locali di ristorazionke cui modalitd vengono a coincidere con
un sottoinsieme dei numeri reali, ad esempio= [100; 1000] m?;

* la categoria alberghierée cui modalita vengono a coincidere con un insieme
di attributi, ad esempid/ = {1°,2°, 3°,...}.

2.2. LE SCALE DI MISURA

Come si e visto una qualsiasi attivita statistica ha il kgico presupposto in una rileva-
zione di informazioni sulle unita del collettivo assoeia fenomeno in studio e questo
naturalmente comporta un’attivita di osservazione efoidurazione.

Per ciascun carattere in esame, e necessario stabilicala di misura che si intende
adottare per la rilevazione.

A tale proposito scegliamo di adottare la distinzione idttta dallo psicologo Stevens
nel 1946 tra le quattro differenti scale di misura “nomihadlrdinali”, “per intervalli” e
“per rapporti”.

2.2.1 SALA NOMINALE

Un carattere € misurato scala nominalse le sue modalita si identificano in “attribu-
ti” tra i quali € impossibile individuare una relazione diine naturale, cioé prese due
gualsiasi modalita non & in alcun modo possibile affemtdne 'una precede l'altra.
Sono esempi di caratteri rilevabili mediante scala noneinal

* il sesspcon insieme delle modalitgMaschio, Femming

* lo stato civile con insieme delle modalitgCelibe/Nubile, Coniugato/a, }..



2.2. Le scale di misura 15

2.2.2 SALA ORDINALE

Un carattere € misurato scala ordinal® per ranghise le sue modalita si identificano
in “attributi” che presentano una relazione d’ordine nakelr Per cui prese due qualsiasi
modalita € sempre possibile affermare che I'una precettesl

Sono esempi di caratteri rilevabili su scala ordinale:

= 1l titolo di studig con insieme delle modalitgElementare, Media Inferiore, Media
Superiore, Laurea, . };

* I"ordine di arrivo ad un GP di Fton insieme delle modalitgl®,2°,3°,...,6°}.

Va osservato che, ricorrendo ad una scala ordinale, n@l@vprecisato circa ldistanza
esistente fra i diversi attributi. Ad esempio, con riferimteeal carattererdine di arrivo
ad un GP di F1non abbiamo alcuna informazione circa il “distacco”, admepio, tra il
1° ed il 2 pilota classificato, tra il 2ed il 3° e cosi via.

2.2.3 S ALA PER INTERVALLI

Un carattere & misurato scala per intervallée le sue modalita si identificano con nu-
meri nell'ambito di un sistema di riferimento dotato di ang arbitraria. Caratteristiche,
dunque, di un carattere misurato su scala per intervalb:son

* prese due qualsiasi sue modalita € sempre possibilerefferche 'una precede
l'altra;

* la distanza intercorrente tra due sue modalita non dipdatferigine adottata per
il sistema di riferimento;

% alla modalita nulla non necessariamente corrispondenaasiel carattere.

Esempio di scala per intervalli & uota altimetrica Si immagini che un pilota di un
aereo di linea, all'inizio della manovra di atterraggidagteoporto di Torino, comunichi
ai passeggeri che si trovano in quellistantgésa metri sul livello del mare e che nello
stesso istante su un secondo aereo, diretto a Milano e $eflsasverticale del primo,
il pilota stia comunicando ai passeggeri di trovarsi2za0 metri sul livello del mare.
Ovviamente i due aerei distano tra lorddD metri. L'origine di riferimento che interessa
ai piloti non & certamente quella del livello del mare, hangella del suolo sottostante,
che sar&50 metri (altezza sul livello del mare dell’aereoporto di Tanj. Rispetto a tale
origine i due aerei si trovano ad una altezza rispettivaendn500 e 1000 metri, e tra
loro la distanza continua ad esserebdd metri. Qualunque sia I'origine del sistema di
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riferimento adottata per la quota altimetrica la distamaa tue aereomobili € sempre la
stessa. Ugualmente non puo dirsi per il rapporto tra le theeze; se 'origine e quella
del suolo potremmo affermare che il secondo aereo si trovmadtezza doppia rispetto
a quella del primo¥000/500 = 2), mentre scegliendo quale origine il livello del mare il
precedente rapporto sarebbe sbléy (= 1250/750).

Inoltre, una volta atterrato il primo aereo si trova ad uezta di zero metri rispetto al
sistema di riferimento del pilota, cido non implica assedka&arattere, infatti il pilota,
mutando sistema di riferimento puo comunicare ai passedggovarsi a250 metri sul
livello del mare.

Sono altri esempi classici di scala per intervalltdanperaturappure l'anno di nascita

2.2.4 SALA PER RAPPORTI

Un carattere € misurato Sicala per rapporsie le sue modalita si identificano con numeri
di un sistema di riferimento dotato di origine assolutapvalquest’ultimo cui € associata
'assenza di carattere. Tale scala possiede dunque tutéedéeristiche di una scala per
intervalli ed in piu il rapporto fra due modalita qualsiasndice di proporzionalita tra le
stesse. La maggior parte dei caratteri di tipo quantitatefagono misurati su scala per
rapporti; ne sono esempi:

= il peso alla nascita dei neonaton insieme delle modalita I'intervalla.5; 5] kg;

= il numero di figli delle famiglie italianecon insieme delle modalitgD, 1, . . ., 20}.

A commento consideriamo il carattereddito mensile nettin euro: un soggetto con
reddito mensile di000 euro ovviamente percepisce un reddito doppio di un soggh#o
ne guadagna00. Essendo il carattere misurato su scala per rapporti, padp tra i
loro due redditi ha senso e puo ben essere interpretatotev@mmo certamente nullo il
reddito di un terzo soggetto che percepisse zero euro allmese

2.3. (QLASSIFICAZIONE DEI CARATTERI

| caratteri statistici possono essere suddivisi nelle dategorie: caratteri qualitativie
caratteri quantitativiln particolare

Definizione 2.4 (Carattere qualitativo)
un carattere viene detto qualitativo o mutabile se le sueafitacsono espresse in termini

di attributi.
L]
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Definizione 2.5 (Carattere quantitativo)
un carattere viene detto quantitativo o variabile se le so@atita sono espresse in termini

numetrici.
O

Sono pertanto caratteri qualitativi quelli misurati su weala nominale ovvero ordinale,
mentre sono caratteri quantitativi quelli misurati su aqar intervalli ovvero per rapporti.

Volendo raffinare le definizioni precedenti si potra digtiere ancora in:

* nel caso dcaratteri qualitativira:

— caratteri qualitativi sconnessjuando le modalita non presentano alcuna re-
lazione d’ordine naturale, per cui la scala impiegata einala.

— caratteri qualitativi ordinali quando le modalita presentano una relazione
d’ordine naturale, per cui la scala impiegata e quellaraigi.

* nel caso dcaratteri quantitativira:

— caratteri quantitativi discretfjuando fissata una modalita esiste un intervallo
all'interno del quale nessun altro valore costituisce uradatita. L'insie-
me M delle modalita & pertanto un insieme finito o al piu infnitumera-
bile. Generalmente caratteri quantitativi discreti demne da operazioni di
conteggio.

— caratteri quantitativi continufjualora comunque scelte due possibili modalita
tra loro esistono infiniti valori che sono altrettante madall’insieme/ del-
le modalita & pertanto un insieme con la potenza del coatiGeneralmente
caratteri quantitativi continui derivano da operazionirdsurazione.

OSSERVAZIONE: per i caratteri continui € bene insistere sul fatto che kspmli moda-
lita possano coincidere con un qualsiasi punto all'imbedihun segmento reale nonostante
in realta i processi di misurazione diano come risultato $appartenenza o meno del
vero valore ad un certo intervallo reale.

Cosi ad esempio rilevare che la lunghezza di un componegteanico e dr.0 cm aven-
do usato uno strumento di misura con la precisione del cefriinti informa cha la lun-
ghezza effettiva appartiene all'intervall®5, 7.5[ cm. Avessimo utilizzato uno strumen-
to di misura con la precisione del millimetro la precedentsurazione ci direbbe cha la
lunghezza effettiva appartiene all'interval©v95, 7.05[ cm.

In altri termini nella realta, e cio indipendentementdiaarecisione dello strumento di

misura a cui si fa ricorso, si introduce di fatto udiacretizzazione dei caratteri continui
*
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> ESEMPIO2.2

Le prestazioni di un Personal Computer da tavolo (il fenameggetto di studio)
possono essere descritte mediante alcuni caratteri quaekempio iltipo di proces-
sore il tipo di unita otticala capacita del disco fissaonché lavelocita di clockTali
caratteri verranno rilevati su un collettivo statisticestituito da un certo numero di
modelli presenti in un dato istante sul mercato.

Manifestamente i primi due caratteri sono di tipo quakitat per essi vengono adot-
tate scale di misura rispettivamente nominale e ordinafatti i loro insiemi delle
modalita sono:

M ={Pentium IV, Celeron, Sempron, Athlon, Opteoa {P,C, S, A, Q
M ={CD-R, CD-RW} = {R, RW}
Quanto ai restanti due caratteri, di tipo quantitativo itz il primo, continuo il
secondo, verranno adottate scale di misura per rappootio ihsiemi delle modalita
corrispondono ad esempio ai seguenti insiemi numerici:
M ={20, 30, 40, 50, 60, 70,80} GbM = [0.80;2.00]Ghz
(2.1)

<

> ESEMPIO2.3

Si immagini di disporre di una partita di rondelle in ferrouacita da un processo
produttivo e che interessi indagare circa il loro diamemt@rno, che supponiamo
costituisca un parametro di idoneita all'uso o di quatiglle stesse. Ai fini della
rilevazione del carattere & del tutto naturale ricorreteuna scala per rapporti e
misurare, pertanto, il diametro ad esempio in millimetri.

Peraltro, disponendo delle singole misurazioni, € pdssibterpretare il carattere
mediante una scala hominale, cioé qualitativa, sceghead esempio, di classificare
una generica rondella come:

rettificabile se il diametro € minore dd mm

idonea se il diametro & compreso tae 12 mm

non idonea se il diametro € maggioreldimm
Si osservi che si potrebbe giungere a una classificazioneaa sominale, come
guella testé proposta, disponendo di un semplice struntiittipo passa-non passa.

E evidente che & la scelta della scala di misura a consdaticissificazione del
carattere in esame.

<
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2.4. MUTABILI E VARIABILI STATISTICHE

Definito il collettivo statisticd? di riferimento, nonché le scale di misura che si intendono
adottare per i diversi caratteri di interesse, per ciasdigoesti si definisce I'insiemg/
delle modalita. Evidentemente, nel caso di caratteriamliil'insieme )M sara costituito
da elementi diR (ed in simboli potremmo scriver® C R), mentre nel caso di carat-
teri mutabili esso risultera sempre un insieme finito i deneenti risultano essere degli
attributi.

Cio premesso, si procede alla rilevazione dei carattegsame su ciascuna unita statisti-
ca; tale operazione individua una corrispondenza (ovvero ppéaazione) tra collettivo
statisticc) e insiemeV delle modalita del carattere in esafwedasi figura 2.1).

Figura 2.1 La variabile statistic#(-)

Pertanto, valga la seguente

Definizione 2.6 (Mutabile e variabile statistica)

I'applicazione che associa a ciascun elemento del cattestiatistica) uno ed uno solo
elemento dell’insiemé@/ delle modalita del carattere in esame viene detta mutatate
stica (m.s.) se gli elementi dil sono rappresentati da attributi, variabile statistica.]v.

se l'insiemeM é costituito da elementi .
O
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OSSERVAZIONE: la classificazione dei caratteri viene ora estesa alle malleev.s.
per cui, in base alla natura dell'insiemé, parleremo dmutabile sconnessaordinale

oppure divariabile discreta continua
*

Abitualmente sia le mutabili che le variabili statistichengono indicate mediante le let-
tere maiuscole dell’alfabeto anglosassone. Nel segwsgrveremo alle m.s. le prime
lettere dell’alfabeto 4, B, C,...) e alle v.s. le ultime (.. .X, Y, Z). In alcune situazioni
le v.s. possono essere etichettate ricorrendo ad un’ueliad maiuscola indicizzata, ad
esempiaX, Xs, ..., oppureYy, Ys, ...

Nel seguito indicheremo can, il valore associato dalla mutabile statistidalla«-esima
unita statistica, in simbolil (w,,) = a,. In modo del tutto analog®,, indichera il valore
associato dalla variabile statistidaalla «-esima unita statistica, Ciok (w,) = Z4-

Se consideriamo ora leunita del collettivo statistico

Definizione 2.7 (Insieme dei dati individuali)
definiamo insieme dei dati individuali di una m4.o di una v.s.X l'insieme cositituito
dallen loro determinazioni. Cioé in simboli

{&a}azl,,,,7n = {&17 5'27 DRI dn} (22)

perlam.sA, e

{ja}azl,,,,7n = {jla :z'27 cee w%n} (23)

perlav.s.X
O

E bene tenere a mente che gli insiemi dei dati individuafiispondenti alle (2.2) e (2.3),
contengono tutte le informazioni circa i caratteri rilevae successive elaborazioni stati-
stiche atte a descrivere il fenomeno di interesse avranme @ggetto primario i suddetti
insiemi. Ci0 nel senso che, una volta rilevati i dati, peod@i interesse conservarne i
legami con le singole unita statistiche che li hanno espres

Osserviamo, inoltre, che gli insiemi (2.2) e (2.3)

* p0OSsono non esaurire i rispettivi insiemi delle modalita dei carattercioe a ri-
levazione avvenuta potra accadere che tra i valori osse&mwa compaiano tutte le
modalita presenti in/. Sicuramente cio avverra per i caratteri continui, ma @on
escluso accada anche per gli altri, siano essi quantitatuialitativi;
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* Non necessariamente presentano elementi tutti distantbtg in altri termini, a
rilevazione avvenuta, si potranno osservare n distinte determinazioni della m.s.
o della v.s. oggetto di studio. Su tale concetto ritorneraftarché affronteremo il
problema delle distribuzioni di frequenze.

> ESEMPIO2.4

Con riferimento all'esempio (2.2), una volta condotta levazione su dieci Personal
Computer da tavolo, siamo in grado di individuare:

* l'insieme dei dati individuali della m.s. sconneséa= {tipo di processorg
{&a}a:17___’10 - {P1 P! Sl C! Aa C! Aa A! Sl P
* l'insieme dei dati individuali della m.s. ordinalé = {tipo di unita ottica:

{Ba} = (RIRW,RW,R, RW, RW, R, R, RW, RW
a=1,...,

* l'insieme dei dati individuali della v.s. discrefé = {capacita disco fisgo
{Fa}ae1...10 = {40,60,20, 60, 20, 80,60, 60, 20, 60}
* l'insieme dei dati individuali della v.s. continda = {velocita di clock

{fatar...10 = 11.20,0.85,1.25,1.65,1.50,1.75,1.45,1.55,1.70, 1.85}

A commento osserviamo che alcuni di tali insiemi non conteogtutti gli elementi
dei rispettivi insiemil delle modalita del carattere (cfr. esempio 2.2) ed inaltre
il solo insieme{7a},—; 10 dellav.s. ditipo continuo non presenta valori ripetuti.

<

OSSERVAZIONE: a volte, per svariati motivi, le determinaziofii, , ao, . . ., @, } di una
m.s. A vengono “ricodificate” in valori numerici, generalmentermdenti con un sot-
toinsieme dei numeri naturali.

Si tenga ben presente che la “ricodifica” delle modalitandi generica mutabile statistica
in valori numericinondeve portare a pensare che la mutabile statistica siastgizalche

modo artificioso, trasformata in una variabile statistica.
*
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> ESEMPIO2.5

A tal proposito considerando l'insieme dei dati individudella m.s. A di cui
all'esempio (2.4) e volendole riclassificare in accorda atguente strategia

seA(wy) =P — an=0
seA(wy) =S — an=1
seAlwy) =A —  a,=2
seA(wa) =C — an=3

per la m.s.A otterremmo il seguente insieme dei dati individuali:
{@atoa=1..10=10,0,1,3,23,2,2,1,)0

Sebbene compaiono dei numeri al posto delle determinadé@lai mutabiled non si
e in alcun modo giustificati dal considerare la stessa quaalabile statistica e non si
dovra mai scordare di indicare congiuntamente all'ingiedei suoi dati individuali
la codifica adottata per gli attributi.

<

2.5. LA MATRICE DEI DATI

Una rilevazione statistica effettuata su un prefissatettolb rispetto ai diversi caratteri
che si desidera analizzare, dara luogo, come si e dettrattante mutabili e/o variabili
statistiche, le cui determinazioni vengono abitualmengaizzate ricorrendo alla cosid-
dettamatrice dei datitrattasi di una matrice le cui colonne contengono gli imsidei dati
individuali di ciascuna m.s. e/o v.s.. Ogniriga della nedrtontiene tutte le informazioni
relative alla stessa unita statistica. Una generica neattei dati puo dunque assumere il
seguente aspetto:

m.s.A ms. B ... vs.X vsY
unita statistiche
w1 ay 131 S 31 U1
W9 dg bg e i‘g gg
Wa Qg ba - T Yo
Wn, an, by, - Tn Un
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E opportuno ricordare che, generalmente, tra le unitistititew, non esiste un ordi-
ne progressivo; l'indice attribuito a ciascuna di esseansihtrice dei dati si riferisce
semplicemente alla riga che esse occupano.

> ESEMPIO2.6

Riprendendo la situazione di cui allesempio (2.4), il etilvo statisticof2 risulta
costituito dan. = 10 unita sulle quali sono stati rilevati quattro caratteritifo di
processore, il tipo di unita ottica, la capacita discodfisenché la velocita di clock)
ed i risultati ottenuti sono stati organizzati nella segaenatrice dei dati individuali:

tipo di tipo di capacita | velocita

unita stat.| processore unita ottica| disco fisso| di clock
w1 P R 40 1.20
wa P RW 60 0.85
w3 S RW 20 1.25
Wy C R 60 1.65
ws A RW 20 1.50
We C RW 80 1.75
w7 A R 60 1.45
ws A R 60 1.55
Wy S RW 20 1.70
w10 P RW 60 1.85

2.6. ILFOGLIO ELETTRONICO

In questo paragrafo e nel corso di tutti i capitoli succasistreremo come gli argo-
menti via via introdotti possano essere trattati ricorceatl’'uso del foglio elettronico
OpenOffice 1.1.2versione italiana.

A tal proposito ricordiamo che la quasi totalita dei comandelle funzioni che illustre-
remo sono compatibili con quelle proprie di altri fogli étenici in commercio, quali ad
esempio Microsoft Excel, Claris Works, ecc.

L'organizzazione a matrice dei dati individuali risultedé una qualsiasi indagine stati-
stica rappresenta la forma comune di registrazione desdatn foglio elettronico.

Il file university.sxc contiene i dati relativi ad un’indagine condotta circa didéeo di
1100 laureati che hanno trovato impiego nella provinciamcéna.

La Figura (2.2) riporta la videata OpenOffice delle primenaglel foglio di lavoro. Si
noti che sono stati rilevati i seguenti caratteri:
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p———————————— V—o———— [-llvla
File Modifica ¥isualizza |nserisci Formato Strumenti Dati Finestra 2 ES
|,"h0me,"min0,!De5ktopg’disp,"finale_Odrjuniversj @"B % <° \} J
[avial -l [ -] [A][A] [A] [A] E]E] B B S e AmET 4
Lo | o B =]
e A B C D E ol G H ] ;
— .| 1 |#id |Sesso| Laurea | Annilaurea | Stipendio
@ 2 1 1 3 4 1549.59
Q‘-" 3 2 1 1 4 1394.63
v 4 3 1 5 3 1678.72

g’ g 4 0 1 4 1141.53
EIERE 0 1 1 630.17

o 3 0 3 2 1188.02

8 7 0 1 2 i74.79

9 8 1 5 3 1988.64

10 g 0 1 3 1033.06

1 10 0 2 857,44 R
RIS |<\<|> [M] DATICodif. A f | 3 |
Tabella 2 /10 Standard 80% STD Somma=0

Figura 2.2 Videata OpenOffice, fileniversity.sxc

* 1l sesspcodificato in0 se Femminal se Maschio;

* 1l tipo di laureacodificata inl se Agraria2 se Architettural se Economia4 se In-
gegneria Civilep se Ingegneria Meccanicése Lettere Classich&,se Magistero,
8 se Scienze Ambientali;

x 1l numero di anni intercorsi dalla laurea

* lo stipendio attuale in euro

che hanno dato luogo a due mutabili (con modalita codifjaatedue variabili statistiche
che possiamo osservare nelle prime cinque colonne debfpghposto in figura (2.2).

Per inciso notiamo che la colonaicontiene i numeri progressivi delle unita statistiche
e pertanto non potendo essere considerata neé mutabilariabile statistica mai sara
oggetto di eleborazione.

Osserviamo, infine, che il foglio € organizzato in modo datenere su ciascuna riga
tutte le informazioni rilevate sulla singola unita statia e che tale struttura e tipica di
ogni data base che verra utilizzato a fini statistici.
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p———————————— V—o———— [-llvla
Eile Modifica Yisualizza |nserisci Formato Strumenti Dati Finestra 2 ®
|,"h0me,"min0,!De5ktopg’disp,"finale_Odrjuniversj @"B gﬂ G @ J
|Avial - o -] [A][A]l[A] [A] E]EIEHE B % s = om J
Lo | o B =]
e A B C D E D H | ;
— .| 1 |#id |Sesso| Laurea | Annilaurea | Stipendio
’—ﬁ—l 2 1 1 3 4 1549.59
@ |3 2 1 1 4 1394.63
v 4 3 1 5 3 1678.72

g 5 4 0 1 4 1141.53
EIERE 0 1 1 630.17

o 3 0 3 2 1188.02

8 7 0 1 2 i74.79

9 8 1 5 3 1988.64

10 g 0 1 3 1033.06

1 10 0 2 857,44 R
RIS |<\<|> [M] DATICodif. A f | 3 |
Tabella 2 /10 Standard 80% STD Somma=0

Figura 2.3 Fileuniversity.sxc modificato

Come primo approccio al foglio elettronico, invitiamo il tt@re a modificare il file in
modo che le mutabilsessce tipo di laurearisultino espresse in termini degli attributi
originari. In figura (2.3) € proposta la soluzione otterpgala ricodifica mediante un uso
appropriato della funzion8E() .

2.7. BESERCIzI

> EsSeERrcIzIO 2.1

Con riferimento ai seguenti caratteri statistici:

a) il reddito annuo netto dei ricercatori di ruolo presso fevdrsita Italiane;
b) 'ammontare delle vendite mensili di sigarette nazionell'area torinese;
¢) il numero dei nati vivi nel mese di maggio 2000 negli ospiguiamontesi;
d) il numero di dipendenti delle industrie tessili operantitalia al 10.09.2000.

indicare per ciascuno di essi il corrispondente ColletBtatistico.
<
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> ESERCIZIO 2.2

Per ciascuno dei seguenti caratteri statistici, indidansieme delle modalitala
scala di misura che si ritiene pit idoneguindi classificare il carattere.
a) il reddito annuo lordo, in euro, delle famiglie italianeogerai ed impiegati;

b) 'ammontare delle vendite settimanali dei grandi magazperanti nell'area
torinese;

¢) il numero giornaliero di pezzi difettosi in uscita da u@esso produttivo;
d) la superficie forestale delle Regioni italiane;

e) le principali cause di morte degli italiani nell'ultim@dennio;

> ESERCIZIO 2.3

Con riferimento all’esercizio 2.2, considerata I'applimme dal relativo collettivo
statistico all'insieme delle modalita di ciascun canatai indichi se questa individua
unaMutabile o unaVariabile Statistica.

<

> ESERCIZIO 2.4

Indicare di quali informazioni si dovrebbe disporre nelaa$ desideri indagare
circa:

a) la capacita ricettiva della Valle d’Aosta;

b) la giacenza annua dei depositi presso un Istituto di @redi
c) la produttivita del settore energetico nazionale;

d) la liquidita di un’Azienda ad un prefissato istante tenabe

e) le interruzioni volontarie della gravidanza in Italiauin particolare anno.

<



CAPITOLO 3

PRIME ELABORAZIONI DI SINTESI

Questo capitolo, ricco di argomenti, descrive i primi steurin che consentono
di sintetizzare 'informazione contenuta nell'insieme dati individuali di una
mutabile o di una variabile statistica. Definita la distdlmne di frequenza di
mutabili e di variabili statistiche, di tipo sia discretoecbontinuo, si vedra come
essa puo essere opportunamente presentata nelle foreflarle grafica.

3.1. DISTRIBUZIONE DI FREQUENZE

Come si e detto, gli insiemi dei dati individuali della mbife statisticad e della variabile
statsticaX contengono tutte le informazioni circa i caratteri rilavatyn primo modo
per visualizzare sinteticamente I'insieme dei dati indipali € ricorrere alla cosiddetta
distribuzione di frequenze

Nel seguito illustriamo i quattro passi necessari allindiazione della distribuzione di
frequenze di una mutabile e di una variabile statisticapducendo nuovi concetti quali:
I'insieme delle modalita distinte, le frequenze assotutpielle relative.

3.1.1 RRIMO PASSQ L’'INSIEME DELLE MODALITA DISTINTE
Consideriamo, per la mutabile statisti¢al’insieme:

{ai}izl,...,k = {0,1, ag, . .. 7a'/€} (31)

costituito daik < n elementi distintpresentiin{a,},_, ,, €, in modo del tutto analogo,
per la variabile statisticA” consideriamo l'insieme:

{zitic x = {21, 20, i} (3.2)

costituito daik < n valori distinti e posti in ordine crescenpeesenti in{z,, }_
Tali insiemi sono rispettivamente deifttisiemi delle modalita distinteella m.s A e deIIa
v.S. X e per essi vale la pena osservare che:
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* nel casoA fosse una m.s. ordinale, gli elementi contenuti nella (8etjebbero ad
essere posti secondo il loro ordine naturale;

* qualora i dati individuali di una m.s. o di una v.s. fosserti tistinti tra loro sus-
sisterebbe, evidentemente, 'uguaglianza tra il nuntegtelle modalita distinte e la
numerosita dell'insieme dei dati individuali ovvero quella del coligb statistico.

> ESEMPIO3.1

Compiamo il primo passo nel caso della m&.= {inquadramento professionale
rilevata su di un collettivo statistic@ formato dal0 dipendenti della Regione Pie-
monte. Supponiamo che il suo insieme dei dati individuali si

{da}a:L...,lO - {d17d27"' 7&10} - {|7 F7 |7 D7 |7 F7 F7 D7 |7 I}

dove si & indicato con | 'attributo impiegato, con F I'#trto funzionario e con
D quello di dirigente. Per individuare l'insiemig;; },_, , delle modalita distinte
della m.s. A dobbiamo, scorrendo l'insiemgi;},_; 170,7individuare gli elementi
distinti e porli secondo il loro ordine naturale poiché e in guesto caso ordinale.
Cosi facendo avremo pertanto:

{“i}i:1,2,3 = {a1,a2,a3} = {I,F,D}
]

Poiché nei passi successivi, per semplicita di espasgziaremo riferimento unicamente
ad una v.s.X prima di procedere proponiamo un esempio di individuazaeiEinsieme
dei dati individuali per il caso di una variabile statistaiacreta.

> ESEMPIO3.2

Consideriamo la v.sX = {anzianita di inquadramento in rugldei 10 dipendenti
della Regione Piemonte dell’esempio precedente, e sugpanche il suo insieme
dei dati individuali sia:

{ja}a:L...,lo = {j17j27 D) 75710} = {47 27 67 27 47 67 57 47 47 2}

L'insieme delle modalita distinte della v.&, che si ottiene inidviduando tra i valori
dellinsieme dei dati individuali quelli che non si ripemmrsara pertanto:

{xi}izl,...,él = {561, x2,x3, $4} = {27 4a 57 6} .
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Figura 3.1 Insiemf?; della v.s.anzianita di inquadramento in ruolo

3.1.2 SCONDO PASSO | SOTTOINSIEMI ),

L'insieme delle modalita distinte fornisce informazicu quali e quanti siano i valo-
ri distinti che la v.s. (o la m.s.) assume nell'insiemé delle modalita del carattere.
Per descrivere completamente il contenuto dell’insiemealde individuali € necessario
associare a ciascuna modalita distinta il numero di ustadistiche che presentano tale
modalita. Si trattera di individuare nel collettivo sséito €2 dei sottoinsiemi i cui ele-
menti avranno la caratteristica di essere associati dppacazioneX allo stesso valore
x; dell'insieme delle modalita distinte.

A tal fine consideriamo gli insient; (cfr. figura 3.1) costituiti dalle controimmagini di
x; nella applicazion& (-) e cioeVi = 1,..., k:

Q; ={wa 1 X(wa) = 2}
E facile dedurre che essi formano ymeartizionedi €, infatti:

* €ssi sono insiemi non vuoti, risultandos, Q; # ;
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* risultano essere insiemi mutualmente disgiunti, cioequeisiasi coppia, j, con
i # j, risultera sempr€; N Q; = 0;

* laloro unione porg&, cioeJ_, Q; = Q.

> ESEMPIO3.3

Riprendiamo la v.s. dell’esempio (3.2) e individuiamo iteiemi€2; del collettivo
formato dai dieci dipendenti. Ricordiamo che I'insieme digii individuali &

{ja}a:L...,lo = {j17j27 D) 75710} = {47 27 67 27 47 67 57 47 47 2}

mentre I'insieme delle modalita distinte{e, x2, x3, x4} = {2,4,5,6}.
Avendo a disposizioné = 4 modalita distinte applichiamo la definizione per indi-
viduare i4 sottoinsiemi€2; di €2 che risultano essere:

Q) ={wa : X(wa) =21} ={wa : X(wa) =2} = {we, wg, w10}
Dy ={wa : X(wa) =22} ={wa : X(wa) =4} = {w1,ws, wg, wy}
O3 ={wa : X(wa) =23} ={wa : X(wa) =5} = {wr}

Dy ={wa : X(wa) =24} ={wa : X(wa) =6} = {ws,we}

Come possiamo notare osservando la figura (3.1) i quatttoissiemi ora definiti
sono disgiunti e formano una partizione del collettivoista €2 si ha infatti che:

Q=JU% = {w2 wi, wio}|J{wr, ws, ws, wo} |J{wr} [ {ws, we} =
) —— T — —
95 Qg Q3 Q4
= {wi, wa, w3, w4, Ws, We,wWr, Ws, Wy, Wi}

Q

3.1.3 TERZO PASSO FREQUENZA ASSOLUTA E FREQUENZA RELATIVA

Per come sono stati definiti i sottoinsiefnj possiamo affermare, ad esempio, che gli
elementi d2; sono tutte e sole le unita statistiche del collettivo chespgono la modalita
x1. PiU in generale qualunque sige {1,...,k} gli elementi di2; sono tutte e sole le
unita statistiche del collettivo che possegono la moalalit

| sottoinsiemi?; sono strettamente legati alle modalita distinte dell@emdle statistica in
esame e la loro numeraosita riveste un significato cosi itapte da avere un nome proprio
dato nella seguente:
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Definizione 3.1 (Frequenza assoluta)
Vi=1,...,k <n definiamo frequenza assoluta associata alla modalialla v.s.X il
numeron; di elementi posseduti dall’insiente C €, cioé:

0

Poiché risultera utile conoscere la dimensione di ciassnitoinsieme?; rispetto alla
numerosita dell'intero collettivo statistico diamo aedh seguente:

Definizione 3.2 (Frequenza relativa)
definiamo frequenza relativa associata alla modalit§ il rapporto:

fi= Nu{Q} n

A commento ci limitiamo ad osservare che:

* per quanto gia detto circa la natura dei sottoinsi@psi ha cher:1 n; = n e che

2?21 fz =1

% gualora si avesske = n, si avrebbe:; = 1 nel qual casq; = n~! e cio accadrebbe
Vi=1,..., k.

3.1.4 (QARTO PASSQ DISTIRBUZIONE DI FREQUENZE

Alla luce di quanto precede, una generica v.s. X potra essére univocamente indivi-
duata dall'insieme delle modalita distinfe; },—, ., e dalle corrispondenti frequenze, as-
solute e/o relative, che rivelano comeienita del collettivo si distribuiscono fra i diversi
valori assunti dalla variabile. L'ultimo passo consistegue nel sintetizzare l'informa-
zione contenuta nell'insieme dei dati individuali di uns.\per mezzo della distrubuzione
di frequenze che é definita come segue:

Definizione 3.3 (Distribuzione di frequenze)
con riferimento ad una generica v.X, definiamo distribuzione di frequenze assolute
l'insieme di coppie{(x;;n;)}i—1,..x €, in modo del tutto equivalente, distribuzione di

frequenze relative l'insieme di coppf€x;; f;)}i=1... k- -
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In modo esteso scriveremo che la \Asha distribuzione di frequenze assolute:

XE{xz} :{371 Ty ... SL’k}
n; =1,k n mng ... Ng

ovvero distribuzione di frequenze relative:
Z; ry T2 ... Tg

X = =
{fz}“,_._,k {fl fro- fk}

> ESeEmMPIO3.4

Riprendendo I'esempio della v.sX = {anzianita di inquadramento in ruglalei
dipendenti della Regione Piemonte, determiniamo le freg@eassolute associate
alle modalitar; contando gli elementi degli insierfi;, e otteniamo:
m:Nu{Ql}:3 TLQ:NU,{QQ}=4
ngzNU,{Qg}:l n4:Nu{Q4}:2

La distribuzione di frequenze assolute della Wssara pertanto:

Z; 2 45 6
Ni)i=1,..4 3412

Leggendo la distribuzione di frequenze assolute ricavidimformazione che dei
nostri 10 dipendenti3 hanno anzianita in ruolo & anni,4 dipendenti hanno anzia-
nita in ruolo di4 anni e cosi via. Lo stesso si sarebbe potuto ricavare, manauor
immediatezza, dall'insieme dei dati individuali .

La distribuzione di frequenze relative risulta essere:

o Joi _f2 4 5 6
"W . 03 04 01 02

dalla quale immediatamente affermiamo, ad esempio, c3®jildei dipendenti ha
anzianita in ruolo d anni

<

OSSERVAZIONE: sinoti che per una v.sX vale la seguente uguaglianza:

n k
E To = E Ziny
a=1 i=1

In altri termini I'intensita totale&on cui si € manifestato il carattere in esame, che corri-
sponde alla somma dei dati individualj, pud essere espressa come somma dei prodotti

tra ciascuna modalita; e la corrispondente frequenza
*
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> ESEMPIO3.5

Concludiamo questo paragrafo con un esempio che individudistribuzione di
frequenze assolute di una mutabile statistica.

Riprendiamo la m.sA = {inquadramento professiona&ldell’esempio (3.1) e ricor-
diamo che per ess@, as,...,a10} ={I, F, I, D, I, F, F, D, I, 1} e che l'insieme
delle modalita distinte €a1, a2, a3} = {I,F,D}.

Avendok = 3 modalita distinte individuiamo inizialmente3isottoinsiemis?; che

risultano essere:

D ={wa : A(wa) = a1} = {wa 1 A(wa) =1} = {w1, ws, ws, wy, wio}
Qo = {wy 1 A(wa) = a2} = {wa : A(wa) = F} = {we, ws, w7}
Q3 = {wq : A(wa) = a3} = {wa : A(wa) =D} = {wy, ws}

Banalmente contiamo gli elementi degli insieie ricaviamo le frequenze assolute,
cioe:

m:Nu{Ql}:5, TLQZNU{QQ}:3 e ngzNU,{Qg}=2
Siamo ora in grado di associare a ciascuna modalita digfieita mutabile statistica

la corrispondente frequenza assoluta e indicare la su#bdidbne di frequenze che
risulta essere:

a; I F D
R EI
n; i=1,2,3 5 3 2

3.2. TABELLE DI FREQUENZE

In questo breve paragrafo illustriamo come solitamentgoeo presentate le distribuzio-
ni di frequenze E comune scrivere la distribuzione di frequenze di una bidastatisti-
ca, o di una mutabile statistica, in forma tabellare tramaitabella di frequenze assolute
formata da due colonnefkerighe, che in generale assume la seguente forma

Modalitaz; | freq. assn;
T1 n
Tk T

0 equivalentemente mediantetébella di frequenze relativgui sotto riportata:
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Modalitaz; | freq. rel. f;
sl f1
T, Ix

Non e raro che le due tabelle vengano unificate cosi da awmemporaneamente le
frequenze assolute e relative eventualmente espressecanpéale:

Modalitaz; | freq. assn; | freq. rel. f;
X1 ni f1
T Nk fk

Sovente, tra i primi risultati delle indagini statisticlese pubbliche compaiono le tabelle
delle frequenze delle v.s. o delle m.s. analizzate. Un ercomune e quello di consi-
derare tale tabelle come punto iniziale dell'indagine agagiuttosto che come primo
importante risultato di sintesi dei dati. Gli studenti dimtieano facilmente che le tabelle
di frequenze sono un modo di rappresentare la distribuzlofitequenze e non ricordano
il significato degli elementi che le compongono. Ricorddre in questo testo le tabelle di
frequenze sono state introdotte nel secondo paragrafemel tapitolo dovrebbe aiutare
a non considerarle come base di partenza di una indaginstistat

Ricordiamo inoltre che, mentre una distribuzione di freqaeepud sempre essere posta
in forma tabellare, non tutte le tabelle pubblicate rifletion effetti distribuzioni di fre-
guenze. Sipensi ad esempio ad una tabella ISTAT che riptati relativi alla produzione
annua di soia nelle regioni italiane; lasciando al Lettargdrifica, osserviamo che una
siffatta tabella riporta non gia una distribuzione di fieqze bensi una distribuzione di
guantita. Cosi anche, disponendo della tabella chetapldatturato annuo di una societa
nell’'ultimo triennio va tenuto a mente che si sta analizzanda “serie storica” piuttosto
che la distribuzione di ferquenze di una variabile staissti

> ESEMPIO3.6

Con riferimento alla m.sA = {inquadramento professionlentrodotta all’esem-
pio (3.1), le corrispondenti distribuzioni di frequenzesalste e relative potranno
essere rappresentate mediante la semplice tabella:

a; n; fz
Impiegato 5105
Funzionario| 3 | 0.3
Dirigente 2102
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Leggendo congiuntamente le prime due colonne della taBkebamo la distribuzio-

ne di frequenze assolute e non ci scordiamo di interpretateasempio, la coppia
(F, 3) dicendo che3 sono i dipendenti che hanno qualifica da Funzionario. Se con-
sideriamo invece la prima e I'ultima colonna otteniamo ktritbuzione di frequenze
relative e la coppidF, 0.3) ci consente di affermare che30% delle unita statistiche
considerate ha qualifica di Funzionario.

<

Come vedremo nel seguito, alla tabella che esprime le loligtioni di frequenze assolute
e relative vengono talvolta aggiunte altre colonne contgrparticolari valori associati
a ciascuna modalita in modo da avere in forma compatta brfacte leggibile ulteriori
informazioni sulla variabile statistica.

3.3. IL PROBLEMA DEL RAGGRUPPAMENTO IN CLASSI

Nei paragrafi precedenti abbiamo volutamente omesso esguardanti le variabili sta-
tistiche continue. Trattando infatti con v.s. continuessgeaccade che I'insieme dei dati
individuali sia costituito da elementi tutti diversi trardg di conseguenza le distribuzioni
di frequenza non fornirebbero alcuna sintesi e non corredtero di cogliere come le
unita del collettivo si distribuiscano fra i diversi valassunti dalla variabile in esame.

In tali situazioni abitualmente si ricorreraccogliere i dati individuali in classi di misure
e si presenta la distribuzione di frequenze dei dati raceottlassi, cosi come illustrato
brevemente dall’esempio seguente.

> ESEMPIO3.7

Si supponga di disporre della v.s( = {quantita di pang (in kg) venduta in una
data giornata in nove piccoli supermercati della stes@neaatDall'insieme dei dati
inidviduali

{Zotac1..0 = {98.4, 51.3, 87.2, 42.9, 62.7, 48.5, 74.8, 69.2, 71.6}

osservando valori tutti distinti safa = n = 9 e, pertanto, otteniamo la seguente
distribuzione di frequenze assolute che, seppur consgovintotale informazione
rilevata, non favorisce la sintesi dei dati:

T; _J429 485 513 62.7 69.2 T71.6 T74.8 87.2 984
nf_, o L1 1 1 1 1 1 1 1 1
Volendo una forma piu compatta e accettando di perdere arta gdi informazio-
ne contenuta nell'insieme dei dati individuali € posghilefinire ad esempio le tre
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classi di pesg40; 60], ]60; 80] e ]80; 100] e associare a ciascuna il numero di unita
statistiche per cui la variabil& assume determinazione all'interno della classe stes-
sa. Cosi facendo avremo la seguente distribuzione diérepidei dati raccolti in
classi:

{]40; 60] ]60;80] ]80;100] }
3 4 2

<

Da un punto di vista assai generale, volendo raccoglierdiiini@viduali in & classi
chiuse a destra, scelto l'intervallo =]a; b] € R, i cui estremi soddisfano le relazioni

a < min,{Z,} eb > max,{Z,}, I'insieme delle classi sara dato da una sua qualsiasi
partizione{L,};—; ., con:

Li :]lu lz‘+1] ll = Qa lk—l—l = b
Il numero di unita statistiche “appartenenti” a ciasculagsel; e cioe:
n; = Nu{wy 1 X(wa) € Li} = Nu{wa : l; < X(wa) < lig1}

verra ad indicare la frequenza associata alla classeastdasv.s. in esame avra pertanto
distribuzione di frequenze assolute:

(i)
)izt k 1 i=1,...k

N yeoey

Si noti che nella distribuzione di frequenze qui sopra defisi € utilizzato il simbolo
- per indicare una generica classe chiusa a destra, da oraseqéto varra pertanto
l'uguaglianzall;; 1; 1] = 1; - l;41.

Ovviamente e possibile anche il raccoglimento dei datlassi chiuse a sinistra sceglien-
do una partiziong L; },—, _; dell'intervallo L = [a; b] per cuiL; = [l;; l;1+[ € attribuendo
a ciascuna classe la frequenza assolutiata da:

n; = Nu{ws : X(wa) € Li} = Nu{wg : I; < X(wa) < liz1}

Per indicare una classe chiusa a sinistra utilizzeremanibslo -, nel seguito varra
pertanto 'uguaglianzdl;; l;;1]= l; F 111
Osserviamo infine che in termini tecnici:

* ivaloril; el;; rappresentanolimiti di classerispettivamente inferiore e superiore,

* la differenzaw; = ;1 — [; viene dettanoduloo piu semplicementampiezzalella
classei-esima.
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> ESEMPIO3.8

Si immagini che l'analisi chimica effettuata €0 bottiglie di acqua minerale in
relazione al contenuto di Calcio abbia fornito i seguestiltati, espressi in mg/l:

64.5 56.7 589 655 705 854 700 725 57.7 635
43.5 457 745 46,5 524 683 705 773 603 825
674 67.8 475 557 628 56.2 575 652 499 756
705 725 876 535 735 657 832 80.2 875 577

Dal momento chenin,{Z,} = 43.5 e max,{Z,} = 87.6, poniamo in modo ar-
bitrario a = 40 e b = 90 mg/l. Posto di voler raccogliere i dati individuali in
cinque classi di ugual ampiezza,(= w = 10) effettuiamo la seguente partizione
dell'intervallo |40; 90]:

Ly =]40;50] Ly =]50;60] L3 =]60;70] Ly =]70;80] Lz =]80;90]
Operando il tal modo, si ottiene:

{F : T € L1} = {43.5, 45.7, 46.5, 47.5, 49.9}

{Z : Fa € Lo} = {56.7, 58.9, 57.7, 52.4, 55.7, 56.2, 57.5, 53.5, 57.7}

{Z : o € L3} = {64.5, 65.5, 63.5, 68.3, 60.3, 67.4, 67.8, 62.8, 65.2, 65.7}
{Zo : To € Ly} = {70.5, 70.0, 72.5, 74.5, 70.5, 77.3, 75.6, 70.5, 72.5}

{Fa : %o € Ls} = {85.4, 82.5, 87.6, 80.2, 87.5, 83.2}

da cui la distribuzione di frequenze assolute:

Li 40450 50460 60470 70480 8090
s L 5 9 10 9 6

ng

Osserviamo che & sconsigliabile indicare nella distidne di frequenze classi aper-

te, cioeé non sarebbe opportuno porre in luogo della prirassé la diciturdino a 50
mag/l e per l'ultimaoltre 80 mg/

<

La tecnica di raccoglimento dei dati individuali in classigptornare utile per la presen-
tazione di distribuzioni di frequenza di v.s. di tipo digorguando le modalita distinte
siano in numero elevato.

Questo e il caso ad esempio delle tabelle pubblicate 83T relativamente alla v.s. eta
degli Italiani, o al reddito che, derivando da un proceditoeti conteggio, € da consi-
derarsi carattere discreto ma che viene assimilato a eanpoiché la distribuzione di
frequenze della v.s. rilevata € sempre presentata fac&wtso ai dati raccolti in classi.
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> ESEMPIO3.9

Diamo ora un esempio di raccoglimento in classi per una vigpaldiscreto.

Da un’indagine effettuata s200 automobilisti italiani al fine di indagare circa il
numero di infrazioni al Codice della Strada commesse nalacdell’anno corrente,
risultano i seguenti valori individuali:

01004407 010O0O011O02 000
1 031 040O01O02 03 00O0O0O0O0TO0
0003 01002 0O0O0OT1TO0O040O010
0O 06 00 3 0050U0WO0O0O0O0OO0O0O0OTO0TO0
000 2000300101203 0001
1 00 00 3 00 0O 3 002 00O0O0WO0O0TO0
6010010131011 10111111
1001 210001 2111021110
110210 21 0002 002 212 2 2
21 3 00 O0OOO0 40 3 0056 0 3 0 7 3

Manifestamente la v.s. discrefa ={r di infrazioni al C.d.S}; presentad = 8 mo-
dalita distinte; al fine di presentarne la distribuzion&elfjuenze assolute, scegliamo
di raccogliere i dati irb classi chiuse a sinistra. In definitiva si ha la distribuziah
frequenze assolute:

0F1 12 2F3 3F4 4F8
115 43 18 13 11

Come il lettore facilmente intuiscel5 automobilisti non hanno commesso alcuna
infrazione mentrel3 automobilisti hanno commesso . .. e cosi via.

<

Cio premesso, sia dal punto di vista concettuale che sbpmfilo operativo sorgono

spontanee alcune domande concernenti essenzialmentalillondi classe, il numero

delle classi nonché la modalita attribuibile a ciasculesse. Diciamo subito che non
esiste una soluzione unica a tali problemi, ma piuttostmrbsregole a cui € bene atte-
nersi. Sebbene su tale argomento ritorneremo nel corsa tattazione, per il momento
osserviamo:

* la dimensione del modulo delle classi dipende ovviamenta datura del partico-
lare carattere che descrive il fenomeno oggetto di studene@lmente, perlome-
no nelle prime fasi dell’elaborazione statistica, € beoerrere a classi di modulo
costante;
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* anche se in linea di massima il numeéralelle classi puo essere scelto in modo
arbitrario, esso e strettamente legato alla distribuealla variabile in esame. Se-
condo laregola di Sturges, adottata e implementata daligioeparte dei software
statistici, il numero di classi viene determinato consaghelo I'intero piu prossimo
al+logs(n);

* quanto al valore rappresentativo o modalita di ciascuasse abitualmente, sup-
ponendo che le; unita statistiche della classe siano uniformementeidiste, si
sceglie ilvalore centrale della classeessa, ciog; = (I; + l;11)/2.

A riguardo di quest’'ultimo punto, deve sottolinearsi cheaddtes si dispone unicamen-
te di distribuzioni di frequenze con dati gia raccolti ims$i (si pensi ad esempio alle
pubblicazioni ISTAT). In tali situazioni, ai fini di succegs elaborazioni, & giocoforza
ricorrere ai valori centrali di classe ma non si deve sca&dae cio facendo si ottengono
valori tanto piu approssimati quanto piu ci si allontaradi’gbotesi di equidistribuzione
dei dati all'interno di ciascuna classe. L'esempio sudeesiustra come nel passaggio
dai dati individuali alle classi a fronte di guadagno in stittita si ha tuttavia perdita di
informazione.

> EsemPi03.10

Siimmagini che la v.sX ={importo delle fatture emesse il 24.09.05 da una piccola
Societa commerciajeabbia assunto i seguenti valori individuali espressi iroeur

9150 9150 9150 91.50 93.50
9350 9745 9745 9745 9745
97.45 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 104.50 104.50 104.50

per cui 'ammontare delle fatture emesse risiitd_, 7, = 1953.75 euro.
Evidentemente, saremmo giunti allo stesso risultato sesawe fatto riferimento
alla distribuzione di frequenze assolute della Xs.infatti, essendo:

¥ = T; _J91.50 93.50 97.45 100.00 104.50
B P 4 2 5 6 3

si otterrebb& ">, &; n; = 1953.75 euro.

Si supponga ora di disporre per la v.s. in esame della seguksiribuzione di
frequenze assolute con dati raccolti in classi:

L 90 4195 954100 100 - 105
X = -
Ni)i—1. 3 6 11 3
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Scegliendo per ciascuna classe il centro, aipe= 92.5, zo = 97.5 e x3 = 102.5,
'ammontare totale delle fatture emesse risulterebbeapgtf_, x; n; = 1935 euro;
risultato “piuttosto distante” da quello esatto preceder@nte calcolato.

<

3.4. RAPPRESENTAZIONI GRAFICHE

Visualizzare la distribuzione di frequenza attraversomafigo consente di coglierne alcu-
ni aspetti caratteristici in modo immediato, ad esempiaviddare la modalita che viene
assunta meno frequentemente e quella che si presentaquefitemente, e cosi via.

Cio che segue e una breve descrizione dei principali gnatlizzabili per rappresenta-
re distribuzioni di frequenze di mutabili e variabili s&iiche. Tale rassegna non ha la
pretesa di essere esaustiva di tutti i possibili grafici,emdata al fine di evidenziare al
Lettore il diverso impiego dei grafici a seconda della distzione di frequenza che si
vuole rappresentare.

3.4.1 RAPPRESENTAZIONI GRAFICHE PER MUTABILI STATISTICHE

Le piu comuni e ricche di varianti rappresentazioni grafidnmutabili statistiche sono i
diagrammi a tort&d i diagrammi a barrehe possiamo definire come segue.

Definizione 3.4 (Diagramma a torta)

e un grafico formato da un cerchio suddivisd:igpicchi le cui aree sono proporzionali

alle frequenze associate a ciascuna modalita della nteisthiistica.
O

Per disegnare il diagramma a torta della distribuzioneetjdenze di una m.s., occorre
stabilire I'angoloq; di ogni “spicchio” (cioe settore circolare). Infatti dalproporzione
a; : 360° = n; : n Siricavaw; = 360° n;/n = 360° f;.

Definizione 3.5 (Diagramma a barre)

e un grafico formato diarettangoli non contigui posti sull’asse orizzontale cosilbiguali
e altezze proporzionali alle frequenze assolute (o reatigsociate a ciascuna modalita

distinta della mutabile statistica.
O
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> ESEMPIO3.11

Si immagini che la rilevazione del carattefgtolo di studid sui 35 dipendenti di
una piccola azienda abbia dato luogo alla m4scon la seguente distribuzione di
frequenze che abbiamo posto per comodita in forma tabkellar

Titolo di studio | n; fi
Elementare 10 | 0.29

Media inf. 510.14
Media sup. 15 | 0.43
Laurea 51 0.14

Per una corretta rappresentazione grafica della distdbazdella m.s. A possia-
mo ricorrere ad un diagramma a torta oppure a barre, sebhers’'jtimo sia
generalmente preferibile perché di pit immediata lattvedasi figura (3.2).

0.5

0.43
<
o
Media inf. 14 % Elem. 29 %

@ | 0.29

o

N

o

Laurea 14 %
0.14 0.14
Media sup. 43 %

—

o

o

(=)

Elem. Media inf. Media sup. Laurea

Figura 3.2 Diagramma a torta e diagramma a barre, esemgio 3.1

Osserviamo che avremmo potuto rappresentare la distoibeizili frequenze della
m.s. in termini di frequenze assolute, tuttavia cid & s@liabile, in modo partico-
lare qualora si vogliano confrontare mutabili rilevate silettivi differenti.

<
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> ESEMPIO3.12
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Da un’indagine circa i settore di occupaziofpecondotta st2694 occupati, di cui
534 Femmine €160 Maschi, risultano le seguenti distribuzioni di frequenze:

Settore di Femmine| Maschi
occupazione n; o
Agricultura 34 120
Industria 180 1420
Servizi 320 620
(=3 B Femmine| B Femmine|
g .
o o
8 i
i
8 | © |
S o
o
8-
<
o o
8-
8 |
< N
o
o
8
) | o/
o

Agricultura Industria Servizi
In frequenze assolute (a)

Agricultura Industria Servizi
In frequenze relative (b)

Figura 3.3 Diagrammi a barre, esempio 3.12.

Desiderando rappresentare graficamente le distribuzigtd th.s. sia per i Maschi
che per le Femmine, ricorriamo al digramma a barre di figu/d, (&annello a).

Un confronto tra le due distribuzioni in esame puod essdte feicamente scegliendo
di lavorare in termini di frequenze relative. In tal caso:
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Settore di Femmine| Maschi
occupazione fi fi
Agricultura 0.06 0.06
Industria 0.34 0.66
Servizi 0.60 0.29

Gia dalla tabella risulta evidente, ad esempio cl@® delle femmine & occupato
nel settore dei servizi, mentred6% dei maschi in quello dell'industria, tuttavia il
grafico riportato in figura (3.3, pannello b) ci fornisce uoaretta visione d’insieme
delle due distribuzioni.

<

3.4.2 RAPPRESENTAZIONI GRAFICHE PER )5. DISCRETE

Per le v.s. di tipo discreto la piu comune rappresentazipatica, anch’essa con diverse
varianti, e offerta dagjrafico ad ordinate

Definizione 3.6 (Grafico a bastoncini)
e un grafico formato da segmenti, paralleli all’asse delle ordinate, posizioma#iscissa
in corrispondenza delle modaliia e di altezza pari alle frequenze assolute (o relative)

associate.
O

> ESEMPIO3.13

Siimmagini che la v.sX ={numero di dipendenti extracomunitgriilevata su un
collettivo di 73 medio-piccole aziende agricole operanti nella provindiargberia,
abbia la seguente distribuzione di frequenze:

# didipendenti| n; | f;

extracomunitari
0 28 | 0.38
1 15| 0.21
2 12| 0.16
3 7 | 0.10
4 5 | 0.07
5 3 | 0.04
6 2 | 0.03
7 1|0.01
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Figura 3.4 Diagramma a bastoncini, esempio 3.13.

La figura (3.4) riporta, sottoforma di grafico a bastoncimidistribuzione della v.sX sia
in termini di frequenze assolute che relative.

Come gia osservato, la rappresentazione grafica dellibdizione in termini di frequen-
ze relative e di immediata interpretazione ogniqualvsitdebbano confrontare tra loro
medesime variabili statistiche rilevate su collettiviferenti.

3.4.3 RAPPRESENTAZIONI GRAFICHE PER 5. CON DATI RACCOLTI IN CLASSI

Lavorando con una variabile statistica di tipo continuoyenao raccolto i dati indivi-
duali in classi, per rappresentare graficamente la suakdigibne € necessario disporre
di uno strumento che contemporaneamente metta in evidempiézza delle classi e le
frequenze corrispondenti; tale strumento € I'istogramma
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Definizione 3.7 (Istogramma)
e un grafico formato diarettangoli contigui ciascuno con base coincidente con lasze,

e con area proporzionale alla frequenza assoluta dellsscfagdesima. -

In pratica, per costruire I'istogramma e necessario, gardasse, individuare 'ampiez-
za di classev; e determinare |'altezzl; del rettangolo imponendo le seguenti condizioni
sull’area dello stesso:

A; = w; - h; dalladefinizione di area di un rettangolo
A; = c -n; dalla definizione di istogramma (con ¢ costante di propordiita)

dalle quali si ricava immediatamente

hy = (3.3)

w;

Evidentemente la scelta del valore per la costanireduce diversi tipi di istogramma
caratterizzati ciascuno da una diversa area totale.
Casi piu comuni sono essenzialmente due:

* desiderando un’area totale parigoccorrera porre = 1 per cui i singoli rettangoli
dell'istogramma avranno altezze:
L

hy = —

wy

x desiderando un’area totale unitaria, occorrera porre n~! per cui i singoli
rettangoli dell’istogramma avranno altezze:

n; :ﬁ

nw;  w;

hi:

Osserviamo che alcune analisi statistiche pubblicatetapo tra i risultati istogrammi
con rettangoli di altezza pari alle frequenze assoluteativel. Tali grafici possono essere
denominati istogramnse e solo se le classi presentano ampiezza costante

Quando I'ampiezza di classe e costante, cioe perogjtiaw; = w, dall'equazione (3.3)
imponenda: = w otteniamoh,; = n; oppure imponendeo = w/n otteniamoh; = f;.

Va tuttavia osservato che gli istogrammi cosi costruiti@area totale rispettivamente
pariawn ew.
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> ESEMPIO3.14

Con questo esempio ci proponiamo di costruire l'istogranperauna variabile stati-
stica di tipo continuo con dati raccolti in classi di modulonncostante e di sottoli-
neare I'importanza di una corretta determinazione detezaé dei rettangoli che lo
compongono.

30
|
0.04
|

25

0.03
!

20

15

nj
0.02
|

fi/w;

10

0.01
|

0
|
0.00
|

10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
Classi a modulo variabile (a) Classi a modulo variabile (b)

Figura 3.5 Istogrammi con classi a modulo variabile, eseri4.

A tal fine si immagini che una variabile statistica abbia lgusmnte distribuzione di
frequenze:

Classi | n; | w;
10420 | 15| 10

20425 10 | 5
25450 | 30 | 25

Il grafico (a) di figura (3.5), i cui rettangoli hanno altezzialla frequenza assoluta
di ciascuna classe, oltre a non potersi definire istogranfon@isce una rappresenta-
zione distorta della distribuzione dei dati.
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Per una corretta costruzione dell'istogramma di areadataitaria occorre porre che
i rettangoli che lo compongono abbiano altezza pafi/a;. Con semplici calcoli
otteniamo nella tabella seguente le altezze dell'istognardi figura (3.5, a):

10420 | 15| 10 | 0.273 0.027

20425 |10 | 5 | 0.182 0.036
25450 | 30 | 25 | 0.545 0.022

Confrontando i due istogrammi della figura (3.5) &€ immeaaiatare come quello a
destra consenta di apprezzare la “densita” delle uratigsithe di ciascuna classe.

<

> ESEMPIO3.15

La rilevazione della statura di= 100 individui ha dato luogo alla v.sX ={statura
di cui la tabella che segue riporta la distribuzione di fiegga avendo scelto di
raccogliere i dati individuali in quattro classi a modulstante e pari a0 cm:

Classi di staturgd Frequenze Frequenze
(incm) assolute | relative
160 4 170 10 0.10
170 4 180 49 0.49
180 4 190 36 0.36
190 4 200 5 0.05

La costruzione del corrispondente istogramma, cosi cafidemziato in figura (3.6),
puo avvenire indifferentemente nei seguenti due modi:

* postoc = w listogramma sara espresso in termini di frequenze assolu
| rettagoli che lo compongono avranno base uguale all’ampiedi classe
(w; = w = 10) e altezza uguale alla corrispondente frequenza assejuta
Cio facendo I'area totale dell'istogramma sara pati an = 1000;

* postoc = 1/n listogramma sara espresso in termini di “altezze”. Infat
ti i rettagoli che lo compongono avranno base uguale alliarza di classe
(w; = w = 10) ed altezza uguale alla corrispondente frequenza relditisa
per 'ampiezza di classef{/w). In tal modo l'area totale dell'istogramma &
unitaria.
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Frequenze assolute
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Figura 3.6 Istogrammi, esempio 3.15.

> ESEMPIO3.16

Data una v.s. di tipo continuo, ci prefiggiamo ora il probledialeterminare un
congruo numero di classi, posto che esse abbiano modulantest

Evidentemente potremmo andare ad occhio, cioé per teirgaticessivi, imponendo
dapprima un esiguo numero di classi e aggiungendovene &iaina sino a per-
venire ad un compromesso tra “poche” e “troppe” classi, @iggehe riflettono
rispettivamente le antitetiche situazioni di poche e tejormazioni.

La rappresentazione mediante istogramma delle distobuzierivanti da ciascuna
prova pud essere un valido aiuto “per 'occhio”.

Gli istogrammi proposti in figura (3.7) derivano da quattestjeolari scelte sul nu-
mero di classi di una ipotetica v.s. di tipo continuo. Passiaa questi dedurre che il
numero congruo di classi potrebbe essere ricercato tréoqiledlsecondo e del terzo
istogramma.

Se ricorressimo alla gia citata regola di Sturges, secdingoale il numero delle
classi corrisponde all'intero piu prossima a logs(n), otterremmal +log, (200) =
8.644 e dungue il congruo numero di classi risulterebb¥a da se che tale algoritmo
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Figura 3.7 Istogrammi con diverso numero di classi, eser3fi6.

non tiene conto che del numero di unita statistiche sulidigué rilevato il carattere
in esame e non gia dei valori assunti dalla v.s. che ne arzgatpertanto non sempre

restituisce risultati ottimali.

CON IL FOGLIO ELETTRONICO

lizzando il foglio elettronico.

Supponiamo di lavorare con la matrice dei dati presentdteapiolo precedente relativa
ai 1100 laureati e di voler ottenere la distribuzione di frequenektadm.s. A = {sessd

cosi come in figura (3.8)

Per otteneré31, cioe la frequenza assoluta associata alla modalita ¢ha3 nella cella

H6 si e inserita la funzione

=CONTA.SE(B2:B1101;G6)

<



50

i i |
File

Modifica Visualizza

Inserisci

Capitolo 3. Prime elaborazioni di sintesi

EmE

Formato Strumenti Dati Finestra 2 X

|,fh0me.!m|n0}De5kt0p£d|5p£f|na|e 04,"un|ver=J D = . . '. . % - - 431 J

[Avia Nle - ARRBR BEE g
[os | fw =
wel lal 8 [F| o [ n | I TS m_[ ]
~ .| 1 | #id | Sesso
@ 2 1 Maschio
O" 3 ? | Maschio
v 4 3 Maschio Frequenze Frequenze
9 5 4 | Femmina Assolute Relative
=86 | 5 | Femmina Maschio 631 0.57
i 6 | Femmina Femmina 469 0.43
8 7 | Femmina 1100 1:
] B Maschio
10 9 | Femmina
e iy | o
Tabellz 3 /10 university 90% S| Somma=0

Figura 3.8 Distribuzione di frequenze della mutalsésso

la funzione restituisce il numero dei valori uguali al conte® della cellaG6 tra i dati
dell'intervallo di celle daB2 aB1101.
Ovviamente469 della cellaH7 e il risultato restituito dalla funzione

=CONTA.SE(B2:B1101;G7)

e fornisce la frequenza assoluta associata alla mod&@animina”.

Nella cellaH8 abbiamo inserito la semplice formutdd6+H7 che ci da la numerosita del
collettivo statistico e che utilizziamo per il calcolo defrequenze relative. Nella cella
16 compare il risultato dEH6/$H$8 mentre0.43 deriva da=H7/$H$8 .

Diversa é la funzione impiegata per determinare la digaitme di frequenze della va-
riabile statistica “Anni dalla laurea” (cfr. figura 3.9), questo caso abbiamo utilizzato
la funzioneFREQUENZATale funzione si dice, nel linguaggio dei fogli elettranicn-
zione di matrice perché opera su piu celle nel senso che égsere inserita in piu di
una cella in quanto restituisce le frequenze assolute m$sactutte le modalita distinte
della v.s. nello stesso momento. Nel nostro esempio abbssiezionato tutte le celle
dell'intervalloH4:H7 e abbiamo inserito la funzione:
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Figura 3.9 Distribuzione di frequenze della varialaiteni dalla laurea

{ =FREQUENZA(D2:D1101;G4:G7) }

Si noti che la funzione inserita & racchiusa tra parentexffag queste sono necessarie
perché vengano correttamente riempite tutte le celléimteltvallo H4:H7 nelle quali e
stata inserita la funzione. Per ottenere tali parentefiegéasufficiente, una volta digitato
=FREQUENZA(D2:D1101;G4:G7) , chiudere il comando non con il solo tasto invio
ma con la sequenza di tasti, premuti contemporaneament&pbamaiuscolo e invio
(Ctrl+Shift+invio).

In tale modo la funzione restituisce nella céfldil numero dei valori che risultano minori
o uguali a quello che si trova nella cel& tra quelli dell'intervallo di celleD2:D1101 .
Nella cellaH5 restituisce il numero di valori maggiori di quello dellalee4 e minori o
uguali di quello in cellaG5e cosi via. Data la natura discreta della nostra v.823lche

si trova nella cellaH4 corrisponde al numero di unita statistiche che assumordatita
esattamente ugualelail 224 che si trova nella cellal5 corrisponde al numero di unita
statistiche che assumono modalita esattamente ugQatecasi via.

Per quanto riguarda la variabile stipendio & necessadcomdiere i dati in classi (cfr.
figura 3.10). Per determinare il numero e I'ampiezza debssiliniziamo a valutare il
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Figura 3.10 Distribuzione di frequenze della \s§pendio-sette classi-.

campo di variabilita degli stipendi e nelle cel el3 inseriamo rispettivamente le fun-
zioni =min(E2:E1101) e =max(E2:E1101) che restituiscono il minimo3(1.90)
ed il massimo$383.26) della colonna degli stipendi.

Decidiamo in un primo momento di dividere i dati Tnclassi di ampiezz&a00 a partire
da300. Le classi sono indicate nelle colon@eH e | dalla riga7 alla 13, la scelta di
utilizzare tre colonne per ciascuna classe e dettataedaknza di considerare i limiti
inferiore e superiore quali numeri che possono esserezdtiidalle funzioni del foglio
elettronico. Infatti, ad esempio, nella colon#id compare il centro della prima classe
che ¢ il risultato della funzione(17+G7)/2 e cosi via per le righe successive, mentre
nella cellaK7 vi e 'ampiezza di classe calcolata mediart@-G7 . Per ottenere le
frequenze assolute associate a ciascuna classe facciavemmente ricorso alla funzione
FREQUENZAselezionando I'intervallo di celle7:L13 vi inseriamo la funzione:

{ =FREQUENZA(E2:E1101;17:113) }
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Figura 3.11 Diagrammi a torta e a barre per la messo

Si invita il Lettore a ripercorrere i passi sopra descrittimodo da riprodurre la ta-
bella di frequenze di figura (3.14) proposta piu avantirahe tratteremo il problema
dell'istogramma con dati raccolti in classi a modulo nontante.

Ora che si sono ottenute le distribuzioni di frequenza delle e delle v.s. presenti nel
file, vediamo brevemente quali sono i grafici opportuni pascuna di esse.

Per lam.s.A = {sess¢ otteniamo il diagramma a torta oppure il diagramma a barre di
figura (3.11).

Entrambi i grafici si sono ottenuti, dopo aver selezionaele G6:G7 e16:17  conte-
nenti rispettivamente le modalita e le frequenze reldife figura 3.8), usando il menu
inserisci --> diagramma . Scelto il tipo di grafico tra quelli proposti si € indicato
nella prima videata di autocomposizione del grafico di vakare lgprima colonna

come dicitura e in quelle successive si sono compilati i campi riguardatii,
legenda, assi ecc. cosi come appaiono in figura.

Per cio che riguarda la v.&nni dalla laureasecondo quanto indicato nel paragrafo pre-
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Figura 3.12 Rappresentazione grafica dellaarsi dalla laurea

cedente si dovrebbe usare un diagramma a bastoncini. &tamente i fogli elettronici
non contemplano tra i grafici disponibili quello adatto peaw.s. di tipo discreto. Si
puo sopperire a tale mancanza usando, cosi come in figur2) (8n diagramma a barre
avendo I'accortezza di distanziare le barre e renderlalippicolo possibile.

Piu complessa € la costruzione dell’istogramma per la stipendio Anche in questo
caso i fogli elettronici non forniscono nella loro rassegnafica cio che e stato definito
istogramma e sara necessario pertanto adattare il sedigpasnma a barre alle esigenze
della definizione statistica di istogramma.

Se la distribuzione di frequenze é stata raccolta in cldissiodulo costante, si ottiene
facilmente un istogramma da un diagramma a barre sempliterskccando sulle barre

e scegliendo tra le opziodistanza (tra le barre)uguale a zero

L'istogramma presentato in figura (3.13) e quello della stgpendiacon i dati raccolti in
sette classi di ampiezza costante pasD8; si noti che si € scelto di usare come altezza
dei rettangoli la frequenza assoluta di ciascuna classech&sto caso € consentito dalla
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Figura 3.13 Distribuzione di frequenze della \s§pendio-sette classi-.

definizione di istogramma.

Per la costruzione del grafico si sono selezionate le Jg11813 dei centri di clas-
se (da utilizzare quali etichette dell'asse delle categarontemporaneamente alle celle
L7:L13 delle frequenze assolute e si sono opportunamente compitaimpi richiesti
dalle videate di autocomposizione del diagramma a barre.

Per concludere il paragrafo presentiamo in figura (3.14)seampio di istogramma nel
caso di classi di modulo non costante. In questo caso e ligabtostruire rettangoli che
abbiano base pari allampiezza di classe e altezza la fregu@elativa o assoluta) diviso
'ampiezza di classe.

Poiché i rettangoli del diagramma a barre fornito dal foglettronico hanno la base ugua-
le, siamo ricorsi ad a un piccolo stratagemma al fine di riproglun grafico che mostri
rettangoli di ampiezza diversa. Listogramma di figura 43 .& stato ottenuto richiedendo
ad Open Office un diagramma a barre sulla base dei dati chevanio nell'intervallo di
cellel14:320

Osserviamo che per le prime tre classi i rettangoli devomoealsase uguale (per tutte il



56 Capitolo 3. Prime elaborazioni di sintesi

-

|

File Modifica Visualizza |nserisci Formato Strumenti Dati Finestra 2

|min0!Deskt0p!disp;‘finale_OMuniversity.sxcj @vﬁ ¥ QSJv i

]
1
* 0l

4

A =l [0 =] &[4l A [&] B ERE- J
[T19 - fw =]
wel [Flelul + [y[k[e|m] v [ o | P | o | rR | s3
14

I—E—] 6 ! 1l ] e IR B istogramma v.s. stipendio (4 classi)

7 300 - 800 5500 500f 59| 0.12 1

g8 800 | 1300 1050 500| 463 0.93 [o=-

g 1300 1800 1550/ 500| 481 0.96 [o9=-

10 1800 - 3800 2800 20000 87 0.05 |97+

11 1100 06

12 05—
) 13 04 <
]
£ 14 550 012 il
meE, [ 15 1050  0.03 o
e 16 1550 0.96 1

D T T T T T T

1? 2050 0.05 550 1050 1550 050 2350 2050 2550
18 2550 0.05

19 3050 0.05
20 3550  0.05 "
2] ] s stip 2 o= 4] LlJ
Tabella 8410  university 90% STD | * Somma=0
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modulo €500) mentre per l'ultima il rettangolo dovra avere base qoattite piu grande

delle precedenti (il modulo di classe e infaxti0o).

Lo stratagemma adottato consiste nell’aver riportatddzda dell’'ultima classe quattro
volte nelle celleJ17:J20 in modo che i sette rettangoli restituiti dal diagramma adar
del foglio elettronico appaiano, eliminando il bordo ddikere, in effetti soltanto quattro

poiché gli ultimi quattro hanno la stessa altezza.

3.6. ESERCIzI

> EserciziO 3.1

Si immagini di avere rilevato Istato civiledein = 100 maschi residenti in un

piccolo comune alpino e che le singole osservazioni abhiato luogo alla m.sA
con dati individuali:
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2 2113 21251211132 215 2
3 51312 315321123 315 2 2
14 4 2 1 2 15121212 3 415 1 2
112 2 3 415211212 332511
1312213 4115312 3 31511

dove, per praticita, & si posto:

1 — celibe 2 — coniugato 3 — convivente 4 — divorziato 5 — vedovo

Si proceda all'individuazione delle corrispondeditribuzioni di frequenze assolute
e relativee se ne dia una opportumappresentazione grafica

<

> ESERCIZIO 3.2

Si immagini che le misurazioni, in mm, della lunghezza deodhin acciaio, con-
tenuti in una confezione di = 20 unita, abbiano dato luogo alla v.X con valori
individuali:

124 113 116 95 136 109 115 155 116 10.3
10.1 103 98 126 115 111 10.7 117 111 122

si individui la distribuzione di frequenze assolute e fetatdella m.s. A definita
come:

difettoso seX (wq) < 10 mm
A= ¢conforme  sd0 < X(wq) <12mm
rettificabile seX (w,) > 12 mm

> EsSeERcCIZzIO 3.3

La misurazione del peso corporeo di un gruppo di coscritealizio di leva ha dato
luogo alla v.s.X con valori individuali, espressi in Kg:

64.5 59.7 589 615 705 884 701 725 587 625
425 427 700 415 524 683 702 773 60.0 825
69.4 68.8 425 527 61.8 512 595 674 499 756
705 715 876 805 795 69.7 513 782 799 886
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Con riferimento alla v.s.X, si completi la seguente tabella di frequenza, ove i pesi
sono stati raccolti in classi di modulo costante:

Classi di pesd

fi

Centri di classe;

40 - 50
50 - 60
60-70
70 -80
80-90

n

> ESERCIZIO 3.4

Con riferimento alla distribuzione di frequenze di cui edlércizio 3.3, indicare se
lipotesi di equidistribuzione dei dati all'interno di gauna classe di peso proposta
puo ritenersi “ragionevole”. In caso contrario, propaure diversa suddivisione in

classi.

> ESERCIZIO 3.5

<

La misurazione della lunghezza (in metri) delle matassdi @iéittrici giacenti in un
magazzino ricambi, ha fornito i seguenti risultati:

istogramma.

165 167 172 177 167 165 162 178 175 170
165 171 162 174 180 185 191 181 165 170
190 195 184 180 174 175 167 165 161 162
163 168 165 173 177 167 185 169 182 183
185 175 180 172 173 164 182 171 180 162
Si completi, in modo opportuno la seguente tabella e si esggmtino i dati mediante
Classidi | centrodi| freq. freq. | ampiezzal altezze
Lunghezza| classe | assolute| relative | classe | istogramma
160 165
1654170
1704180
180195
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> ESERCIZIO 3.6

Su un collettivo statistico di. = 30 unita, i dipendenti dell'azienda WHY, si sono
rilevati i seguenti caratteri: sesso, titolo di studio, iana in anni di servizio e
reddito netto mensile. | dati individuali sono stati orgamaiti nella seguente matrice

dei dati:
sesso titolo di studio anzianita di servizio reddito netiensile
(in anni) (milioni di lire)
M 5 10 1478.71
F 1 10 933.92
M 3 15 1333.43
M 1 10 985.80
F 1 5 933.92
M 2 15 1193.34
M 4 7 1141.46
M 1 10 1089.57
F 1 10 933.92
M 5 10 1338.62
M 1 10 933.92
F 1 5 933.92
M 2 10 1089.57
M 1 7 1037.69
M 2 13 1011.75
M 2 12 985.80
F 2 4 778.27
M 1 10 1011.75
M 1 10 1400.88
F 2 10 1089.57
M 5 15 1489.08
M 1 10 933.92
F 5 12 1297.11
M 2 10 1089.57
M 1 7 1037.69
M 2 13 985.80
M 2 12 1022.12
F 5 4 1089.57
M 1 10 985.80
F 4 8 1089.57

dove per il caratterétolo di studiosi € scelto di codificare le sue diverse modalita
cenza elementareicenza Media inf, Licenza Media supDiploma brevee Laurea
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con gli interi positivi dal a5.
Siindividuino le distribuzioni di frequenze assolute et delle m.s. Afsesso,
B={titolo di studid, X={anzianita di servizip e Y={reddito netto mensile

<

> ESERCIZIO 3.7

Completare la seguente tabella che riporta la distribezated titolo di studio posse-
duto dai dipendenti di una certa azienda:

Modalita Freq. Assolute Freq. Relative
Licenza elementarg 25

Licenza Media inf. 42

Licenza Media sup. 123

Diploma breve 5

Laurea 15

Rappresentare, inoltre, tale distribuzione mediante:

(a) un diagramma a “torta” (b) un diagramma a canne d’organo.
<
> ESERCIZIO 3.8

La tabella che segue riporta la distribuziond @ lotti di unta omogenee prodotti in
un certo giorno a seconda del numero di unita difettosearivenute:

Nd@nita difettose  Freq. AssoluteFreq. Relative
0 42
1 21
2 14
3 9
4 7
) 4
6 2
7 1

Rappresentare tale distribuzione di frequenze mediamt@gramma che si ritiene
piu idoneo.

<
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> ESERCIZIO 3.9

61

Gli incidenti stradali avvenuti nelle province del piememtel corso dell’anno 1982
sono risultati (Fonte: Statistica degli incidenti straddlistat 1982 —):

Torino

Cuneo

5.129
2.196

Vercelli

Asti

1.134| Novara 2.723
1.259| Alessandria 2.740

In relazione ai dati della tabella, prima di rappresentgdificamente con il diagram-
ma che si ritiene piu idoneo, descrivere il collettivo istiéto, le unita statistiche ed
il tipo di carattere che ha consentito la rilevazione

> Esercizio 3.10

<

Si immagini che la v.s. X, che rappresenta 'ammontare delle puntate giornalie-
re espresse in euro dD frequentatori abituali di un Casino, abbia assunto valori

individuali:

94
75
80
94

86
75
80
72

86
76
75
80

86
76
86
94

86
75
80
72

86
76
80
72

105 105 105 119
78 78 78 78
80 86 80 80
72 80 75 80

Si calcoli 'ammontare totale delle puntate basandosi:

a — sui dati individuali;

b — sulla distribuzione di frequenze assolute;

¢ — sulla distribuzione di frequenze assolute raccogligmtddi in classi di modulo
costante e pari &0 euro e limite inferiore della prima classe parfi@0 euro.

<



CAPITOLO 4

LA FUNZIONE DI RIPARTIZIONE E | QUANTILI

Per analizzare sempre piu approfonditamente la disiobezdi frequenze di una
variabile statistica, diamo in questo capitolo la defimaali funzione di ripar-

tizione e di quantile. La costruzione del grafico della fonz di ripartizione,

la valorizzazione delle sue peculiari proprieta nonchéerpretazione del suo
significato verranno proposti mediante alcuni esempi diigpdl metodo di cal-

colo dei quantili sara illustrato per il caso di dati indiviali e di distribuzione di
frequenze, anche qualora i dati siano raccolti in classi.

4.1. LA FUNZIONE DI RIPARTIZIONE DEFINIZIONE E PROPRIEAR

La funzione di ripartizione cumulativa delle frequenzesimboli Fx(x), detta in breve
funzione di ripartizione, € uno degli strumenti cardindlalstatistica descrittiva; essa
costituisce un’alternativa alla distribuzione di freqmemelative di una variabile statistica
e consente di individuare alcune sue misure di sintesi.

La funzione diripartizione e definita su tutto I'asse reataette in relazione i valori che la
Vv.S. potenzialmente puo assumere con la proporzione @i statistiche che effetivamente
hanno assunto valori minori o uguali ad essi.

Premesso che non sara possibile pervenire ad una formigianeeklla funzione di ri-
partizione, prima di dare una definizione formale vediamme@sprimere in simboli la
frequenza relativa con cui si osservano valori inferioriguali ad un qualunque numero
reale.

Data una v.s.X con distribuzione di frequenze relatife;, f;},—1. ., fissatoxr € R,
indichiamo cond . f; lasomma delle frequenze relative associate a ciascunditaoda
x; di valore non superiore a

Tale quantita verra manifestamente a dipendere dal eal@rescelto e, naturalmente,
dalle modalita assunte dalla v.5.

Estendendo il concetto a tutti i valori dell’asse reale sgilgile dare la seguente
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Definizione 4.1 (Funzione di ripartizione)
data una v.sX con distribuzione di frequenze relatiye;, f;}:—1.. 1, per ogniz € R de-

finiamo funzione di ripartizione cumulativa delle frequemsieme delle infinite coppie
(x; Fx(x)) con

Fx(@)=)  fi (4.1)

r; <z

O

Figura 4.1 Funzione di ripartizione.

Proviamo ora a costruire la funzione di ripartizione, bakean sulla definizione appe-
na data, per una generica v.X che assumé& = 3 modalita distinte cosicché la sua
distribuzione di frequenze relative risulta

N _ )T T2 T3
‘Xz{ﬁhﬂwk_{ﬁ £ h}
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Per qualsiasi appartenente all’asse reale siamo in grado di individuaedare di Fx ()
applicando la definizione; infatti:

* Vo <2 = Fx(z) =3, fi=0
nessuna unita d e stata associata déa a valori minori o uguali diz;

* Vo, <z <x9 = Fx(z) =3, ., fi=h

OVvVvero una proporzione parijq unita di€) e stata associata da a valori minori o
uguali diz;

*x Vg <z <ua3= Fx(z) =3, fi=fi+ f2

OVVero una proporzione parifa + f» unita dif2 e stata associata déa valori piu
piccoli di z;

*x Vo > x3 = Fx(@)=>, fi=h+fetfz=1
tutte le unita di2 sono state associate daa valori piu piccoli diz.

La rappresentazione grafica della funzidngx) di tale v.s. & data in figura (4.1).

Direttamente dalla definizione (4.1) ricaviamo che, qualensia la v.s X, la funzione
di ripartizioneF'x (x) soddisfa le seguenti proprieta:

* ha dominio I'intero asse reale, e definita cioe per ogrosat € R;
* ha codominio I'intervalldo; 1], assume, ciog, solo valori compresi tra zero ed uno;

* € una funzione monotona non decrescente, ¥ioe 2’ € R sex < 2/ allora
Fx(z) < Fx(a2');

* € continua a tratti e possiedeounti di discontinuita (in corrispondenza delle mo-
dalitax;) nei quali risulta continua a destra e compie un salto di amgaf;;

* € nulla per ogniz minore della piu piccola modalita osservata e vale unovpkari
di x maggiori (o uguali) alla piu grande modalita osservateasimboli:

0 perx < min;(x;)
Zle fi=1 perz > max;(z;)

Fx(l’) = {
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4.2. ESEMPI DI FUNZIONI DI RIPARTIZIONE

In questo paragrafo verranno presentati due semplici @s#ropstruzione della funzione
di ripartizione e della sua rappresentazione grafica.

> ESEMPIO4.1

Consideriamo la v.s.X = {numero di telefonalericevute da44 operatori di un
call center in una data giornata di gennaio. Usiamo unaltabel indicare la sua
distribuzione di frequenze relative ed a essa aggiungian@oterza colonna nella
guale riportiamo la somma cumulata delle frequenze r&dtivottenendo:

i | fi | F(zs)
90 | 04 0.4
95 | 0.2 0.6
100 | 0.3 0.9
105 | 0.1 1

Abbiamo in tal modo valorizzato 1&x (x) nei suoi punti di salto e possiamo pro-
cedere alla costruzione del suo grafico ponendo sulle aslgiswodalitaz; in cor-
rispondenza alle quali segnamo immediatamente in ordinakori della Fx (z;),
cosi come evidenziato in figura (4.2, a). Completiamo ifigeatracciando un tratto
orizzontale ad ordinat&’x (x;) per tutti gli intervalli [x;; z;+1[. Ponendo uguale ad
uno laFx (x) per tutti i valori maggiori dil05 ed a zero per tutti i valori minori di
90 si realizza, infine, il tipico grafico a scala proposto in figy#.2, b).

Se gia dalla seconda riga della tabella avremmo potutoaiea’x (95) = 0.6 e
affermare che i60% degli operatori ha ricevuto al piu 95 telefonate, tuttaMigiafico
della funzione di ripartizione ci consente di rispondereniediatatmente a domande
del tipo: “Quanti operatori hanno ricevuto al gifi telefonate?”

Osserviamo ancora che, peuguale, ad esempio, & risulta F'x (87) = 0, infatti
nessun operatore ha ricevuto meno di ottantasette tetefomeentre per = 107
risulta F'(107) = 1, infatti tutti gli operatori hanno ricevuto meno di centttse
telefonate.

<

> ESEMPIO4.2

| dati che seguono si riferiscono al consumo energetico iiree(espresso in kWh)
risultante dalle bollette di 40 famiglie lombarde:
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Fx(xi)
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Figura 4.2 Funzione di ripartizion€ di telefonate, esempio 4.1.
409.5 4325 494.0 4547 446.8 476.9 467.5 493.0 409.0 429.8
212.2 279.6 3259 3829 367.0 336.2 3175 368.9 353.5 3259
439.4 583.4 5284 5349 526.9 593.7 530.7 559.4 529.0 585.1
367.2 399.4 328.9 4135 498.1 424.1 4324 404.0 447.6 483.2

La v.s. X = {consumo energeti¢oassume in questo caso determinazioni tutte
distinte (tutte le famiglie del collettivo in esame hannmsamo differente), la sua
distribuzione di frequenze relative & percio costitdiggk = n = 40 modalita distinte
ciascuna con frequenza relatiya= 1/40 = 0.025.

Per rappresentare la funzione di ripartizione &€ necesparre inizialmente sull'asse
delle ascisse i dati individuali posti in ordine crescentsulfasse delle ordinate i
corrispondenti valori delle frequenze cumulate (cfr. fayde3, a). Congiungendo
i punti con segmenti orrizontali otteniamo la funzione aawdnk = 40 salti di

altezza costante parita025 cosi come in figura (4.3, b).

<
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Figura 4.3 Funzione di ripartizione consumo energeticenmgso 4.2.

Osserviamo che nei capitoli successivi, qualora non gassi@mbiguita, per semplicita
di notazione indicheremo il valore della funzione di rifiidne in corrispondenza di una
qualsiasi modalita cof; cioé varra 'uguaglianza tra simbdli(x;) = F;.

4.2.1 IL CASO DI DATI RACCOLTI IN CLASSI

Se di una v.s. si dispone unicamente di dati raccolti in class € possibile costruire la
funzione diripartizione a partire dalla definizione (4.Ayendo raccolto i dati individuali

in classi si & persa I'informazione originaria del valossanto da ciascuna unita statistica.
In questa nuova situazione sappiamo che lenita attribuite alla-esima classe assumono
valori appartenenti alla classe, ma non conosciamo il modaiiesse sono “posizionate”
all'interno della stessa. Ne consegue che siamo in gradaldrizzare la funzione di
ripartizione unicamente nei limiti di classe, mentre npiled dirsi del valore della stessa
nei punti interni alle classi.

Per poter procedere occorre formulare qualche ulteriategbcirca la distribuzione delle
unita all’interno delle classi. La piu naturale, gia esnata nel capitolo precedente e che
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adotteremo d’ora in avanti, € che le unita siafistribuite in modo uniforme sull’intera
classesotto tale ipotesi l&'y () cresce in modo lineare all'interno di ogni classe, ed il
suo grafico assume I'aspetto di una curva continua spezzata.

> ESEMPIO4.3

Consideriamo la v.sX = {consumo energeti¢odi cui al'esempio (4.2), e racco-
gliamo i dati individuali in4 classi, in modo da ottenere la distribuzione di frequenze:

Classi di consumg fr. ass.| fr. rel. | fr. cum.
li Al n; fi | Flis1)
200 - 300 2 0.050 0.050
300 - 400 11 0.275 0.325
400 - 500 18 0.450 0.775
500 4 600 9 0.225 1.000

La colonna delle frequenze cumulate della tabella pre¢edemisce il valore della
funzione di ripartizione in corrispondenza al limite supex di ogni classel(, ).

Per rappresentare graficamentéla(z) ricordiamo che essa fornisce per ogne

R la proporzione di unita del collettivo che assumono maéaion superiore a,
pertanto per ogni valore minore di200 (il limite inferiore della prima classe) avre-
mo Fx (z) = 0. Ipotizzando che I unita attribuite alla prima classe siano distri-
buite uniformemente fra i valog00 e 300, la funzioneF'x (x) cresce, nella classe
]200; 300] in modo lineare dal valore zero al valobe050. Procedendo in modo
analogo per le altre classi si ottiene il grafico di figura (&}

La funzione di ripartizione & in questo caso continua eltasun’approssimazione
della verafunzione di ripartizione. Per visualizzare come l'ipotdsdistribuzione
uniforme dei dati all'interno di ciascuna classe abbia &rilza sulla funzione di ri-
partizione si osservi la figura (4.4,b) nella quale sono messonfronto le funzioni
di ripartizione calcolate sui dati individuali e sugli séegaccolti in classi e cio per la
class€300; 400].

<

4.3. DEFINIZIONE DI QUANTILE

Le indagini statistiche hanno il compito di sintetizzarerielteplici informazioni conte-
nute nella distribuzione di frequenze di una variabileistiaa individuando i valori di
alcuni parametri caratteristici che possano essere d'aiella comprensione del carat-
tere oggetto di studio. In questo paragrafo verranno ristle procedure necessarie
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Figura 4.4 Funzione di ripartizione del consumo energegsempio 4.3.

per sintetizzare la distribuzione di frequenze di un v.¢raeerso la determinazione dei
quantili.

Nel corso della vita di tutti i giorni il lettore potrebbe essi inconsciamente gia imbattuto
nell'impiego dei quantili.

In occasione ad esempio di un’analisi del sangue il refespedaliero comunemente mo-
stra, congiuntamente ai parametri riscontrati per il pagien osservazione, dei valori
“soglia” che sono appunto cio che in statistica viene defiguantile. Se nel referto
osserviamo, ad esempio, in corrispondenza al contenuttudogjo la dicitura “valore
di riferimento< 110 mg/d!l” sappiamo che i medici, osservando numerosi pazsam,
hanno stabilito il valore soglial {0 mg/dl) individuando il limite al di sotto del quale si
colloca il contenuto di glucosio nel sangue di una “alta petoale” dei soggetti osser-
vati. Tale limite dipende ovviamente dalla scelta fattaaila percentuale di soggetti da
considerarsi a “norma”, se ad esempio essa e paivadiremo chel 10 e il quantile di
ordine0.95 della v.s. contenuto di glucosio e potremmo affermare ch&ll dei soggetti
sani ha nel sangue non piudi0 mg/dl di glucosio.

Piu in generale, data una v.k. il quantile di ordinen corrisponde al valore non superato
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dal a% delle unita statistiche.

Ricordando che la funzione di ripartizione mette in relagio valori assunti da una v.s.
con le frequenze cumulate e ovvio che per definire ed indaie i quantili sara possibile
fare ricorso ad essa. Infatti diamo la seguente

Definizione 4.2 (Quantili)
data una v.sX, qualunque sia scelto nell'intervalld0; 1, si dicono quantili di ordine
« le radiciz,, dell’equazione

Fx(z) =« (4.2)
O

Prima di vedere in dettaglio come determinare le radicielpliazione (4.2) osserviamo
che per particolari valori dell'ordine il quantile corrispondente viene in letteratura citato
con un proprio nome.

Ad esempio i quantili di ordinex = 0.25, « = 0.5 e a = 0.75 vengono detti rispetti-
vamentePrimqg Secondae Terzo Quartilenome dovuto alla caratteristicadj o5, zo.5 €
xo.75 di essere quei valori che dividono in quattro parti la dmtrione della v.s.
Secondo lo stesso criterio, si dicoizecili i quantili di ordine « multiplo di 0.10 e
Percentili quantili di ordinea multiplo di 0.01.

| quantili rientrano tra le misure di posizione che saranmgm@ento del prossimo capi-
tolo ove ne verranno evidenziate alcune caratteristiclaljzgi. Come sara evidenziato
nelle applicazioni, una misura di posizione a cui sovenfarsi ricorso & ld¢Mediana’;
guesta corrisponde al secondo quartile cioe a quel valwelivide in due parti uguali la
distribuzione di frequenze (mediana = secondo quartitgs3.

4.3.1 (CALCOLO DEI QUANTILI

Ricordando che le radici di una generica equazigf® = c si possono individuare
dal grafico della funziong(z) come le ascisse dei punti di intersezione jfa) e la
rettay = ¢, nel caso dell’equazione (4.2) dovremo riferirci al grafila funzione di
ripartizione.

Qualunque sia lav.s., fissatoc]0; 1], possono verificarsi due situazioni: esistaménite
soluzionioppurenon esiste alcuna soluzione

Sihail primo caso quando, tracciando una linea parall€ksak delle ascisse ad ordinata
« questa interseca il grafico della funzione di ripartizionedo tutta la “pedata di un
suo gradino”. Le radici dell’'equazione (4.2) sono gli infiivalori compresi fra le due
modalita consecutive che delimitano il gradino (cfr. figdrb).



4.3. Definizione di quantile 71

F ()
A

|

B

b = -

TR T Ll s Tl A v B
L] L
B l X 44
Q

a1

X d

- -..-..-..-1 S

Figura 4.5 Infinite radici dell’equazione (4.2).

In altri termini, cio significa che esiste un indigec (1,. .., k) per il quale risulta:
Fx(ziy) =) fi=a (4.3)
le radici dell’'equazione (4.2) sono gli infiniti valati€ [z;, ; z,11]-

Per convenzione si assume come quantild valore centrale dell'intervallo cioe:

. xio + :L"i()-i-l

Lo
2
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> ESEMPIO4.4

Si consideri un collettivo statistico formato dali0 studenti di un corso di statistica
e lav.s.X = {voto della prova scritta di statistit@on distribuzione di frequenze:

zi | ni | fi | Fx(zi)
15 | 40 | 0.40 0.40
16 | 10 | 0.10 0.50
17125 0.25 0.75
291 5 | 0.05 0.80
30120 | 0.20 1

Si pensi di voler individuare il quantile di ordine = 0.75 (cioe il terzo quartile):
immediato notare che l'indicg = 3 soddisfa la (4.3), infattF'(z3) = 0.75, per cui
il quantile corrispondente sara:

T3 + T4 17429
L0.75 = 9 = 9 = 23.0

Allo stesso risultato si perviene osservando il graficoadflhzione di ripartizione
presentato in figura (4.6, pannello a).

Come esercizio lasciamo al Lettore determinare il valoha deediana e interpretare
il risultato della prova scritta.

<

Il secondo caso si ha quando, tracciando una linea parallédase delle ascisse ad or-
dinataa, questa incontra il grafico di'y (x) nellalzata” di un suo gradino (cfr. figura
4.7), per cui non esiste alcun valore che soddisfa 'equi&z{d.2).

In altri termini, esiste un indic€, per il quale si hanno simultaneamente:

i0—1

FX(SCZ'071> = Z fz <
= (4.4)

10
Fx(ZL‘Z‘O) :Zfz >
=1
Per convenzione si assume come quantiléa modalita che ha determinato il punto di
discontinuita, cioé:
T = xio

Una tale scelta & giustificabile, ricordando la definizidn&nzione di ripartizione non-
ché quella di quantile, in base al significato delle equazioste in (4.4).
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> ESEMPIO4.5

Tornando alla distribuzione di frequenze della v.s. dséiimpio (4.4), scorrendo la
colonna delle frequenze cumulate con l'intento di indiackiil quantile di ordine
0.95 notiamo che:

Fx(z4) = Fx(29) = 0.80 < 0.95
Fx(z5) = Fx(30) = 1.00 > 0.95

Per quanto detto saia = 5 e xg 95 = x4 = 30. Anche in questo caso puod essere di
aiuto il grafico proposto in figura (4.6, pannello b).

<

4.3.2 |QUANTILI NEL CASO DI DATI RACCOLTI IN CLASSI

Se la v.s. X & di tipo continuo con i dati raccolti in classi, sul graficelld F'y(x),
come illustrato in figura (4.8), individuiamia classan cui cade il quantile di ordiner
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Figura 4.7 Nessuna radice dell’equazione (4.2).

tracciando una parallela all'asse delle ascisse ad oetinat
Per determinare il valore puntuale del quantile si procesgonendo la condizione di

similitudine trai triangoIiA/B\C edADE evidenziatiin figura (4.8) per la genericasima
classe:

. AE - BC

Ricordando la simbologia gia introdotta nei paragrafi pdsnti, abbiamo:
*x AE = l,,1 — l; = w;, cioé 'ampiezza di classe;

x BC = a—F(l;), cioé la differenzatra I'ordine del quantile e il valordlddunzione
di ripartizione in corrispondenza al limite superiore deaflasse immediatamente
precedente;
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b |

Figura 4.8 Quantile per dati raccolti in classi.

x DE = F(l;11) — F(l;) = f;, cioé la frequenza relativa della classe;

e quindi:

o i (0= Fli)
AC = 7 .

Stando cosi le cose, il quantile ricercato sara:

ac .+wz"(04f—ip(li)).

75

(4.6)
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> ESEMPI04.6

| valori che seguono sono le determinazioni, poste in ordimscente, della v.s.
X ={importo dello scontrino fiscajerilevata su un collettivo d30 clienti all'uscita
di un supermercato di periferia:

30.71 38.09 4493 47.64 51.70 51.73 52.80 5299 53.71 55.46
56.68 61.04 61.05 61.08 62.08 63.90 64.60 67.22 67.60 68.05
68.19 73.62 78.90 80.09 88.18 88.72 91.40 9232 94.47 98.20

Volendo individuare il quantile di ordine = 0.45 notiamo cheF'y (x13) = 0.43
mentreF’y (z14) = 0.47. Come peraltro si evince dalla funzione di ripartizionerip
tata in figura (4.9, pannello a), ci troviamo nella situaeiatescritta dall’equazione
(4.4), pertanto il quantile cercato saf@ys = x14 = 61.08.

Se consideriamo ora la seguente distribuzione di frequemzéati raccolti in classi:
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Classidispesa n; | fi | F(lit1)

2050 4 10133 | 0.133
50470 17 0.567 | 0.700
70100 9 | 0.300 | 1.000

Osserviamo, in primo luogo, che il quantile di ordine= 0.45 cade nella classe
150; 70] per cui, applicando la relazione (4.6) si ottiene:

20 - (0.45 — 0.133)

=61.1
0.567 0118

T0.45 — 50 +

Cid conduce ad affermare che 46% dei clienti ha speso al pi@il.18 euro”, ma
anche che “i65% dei clienti ha fatto una spesa di importo maggiorédil8 euro”.
Come possiamo notare il quantile cosi ottenuto e diveasguetllo calcolato a partire
dai dati individuali. Tale discrepanza & dovuta unicareaila perdita di informa-
zZioni cui ci si espone ogniqualvolta si operi su dati raddnltlassi.

<

4.4. IL FOGLIO ELETTRONICO

Sebbene nei piu comuni fogli elettronici non esistano grafiedefiniti per rappresentare
la funzione di ripartizione di una v.s. in questo paragradremo come sia possibile, con
alcuni piccoli accorgimenti, ottenere i grafici descrittiquesto capitolo.

Iniziamo considerando la v.sanni dalla laurealel solito file university.sxc aggiun-
gendo alla tabella della distribuzione di frequenza gespntata nel precedente capitolo
la colonna delle frequenze cumulate cosi come apparemetiallo di celleJ4:J7 del-

la videata OpenOffice di figura (4.10). Se nella céasi € semplicemente introdotta
la funzione=14 per ottenere la frequenza cumulata associata alla primaltaad = 1
nella cellal5 vi e la funzione=J4+15 che fornisce la frequenza cumulata associata alla
seconda modalita e cosi via.

Per ottenere il grafico a scala della funzione di ripartigiabbiamo scelto tra quelli di-
sponibili un grafico a dispersione, detto da OpenOfiil@gramma XY, che rappresenta
sul piano cartesiano i punti individuati dalle coppie di atinate selezionate. Nel nostro
caso abbiamo inserito ubiagramma XY per i 10 punti di coordinate poste nell’inter-
vallo di celleH9:118 , in un momento successivo cliccando sul grafico abbiamathie
di unire i punti con una linea. Il grafico riportato nella figue proprio quello della funzio-
ne di ripartizione poiché nelle celld9:118 abbiamo inserito i punti di coordinate; 0)

e (5;1) e per ciascuna modalita i punti di coordindte; F'(z;_1)) nonché(xz;; F(x;));
guesto accorgimento fa si che la linea congiungente i pisnidti a gradini.
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Figura 4.10 Funzione di ripartizione della vasni dalla laurea

Per la v.sstipendigoresentiamo in figura (4.11) la funzione di ripartizionelaelstribu-
zione con i dati raccolti i classi. Anche in questo caso, dopo aver calcolato le fregpien
cumulate, abbiamo richiesto un diagramma a dispersioneenti di coordinate inse-
rite nelle cellel12:J18 . Si noti che le ascisse dei punti indicati nelle celld:J17
corrispondono al limite superiore di ciascuna classe edmate alla frequenza cumulata
corrispondente.

Concludiamo questo paragrafo osservando che tra le fundicd@penOffice ne esiste
una che restitusce i percentili di qualsiasi ordine. Sitai Lettore ad inserire in
una cella libera qualunque del foglio di lavoro presentatdigura (4.10) la funzione
=PERCENTILE(D2:D101;0.2) e confrontare il risultato da essa restituito con il va-
lore del quantile di ordiner = 0.2 della variabileanni dalla lauregalcolato in base alla
definizione data. Come si potra notare i due risultati nanadono; cio e dovuto al fatto
che la funzione=PERCENTILErestituisce ilquantile campionariche ¢ altro rispetto a
guanto ci siamo prefissi in questa trattazione di analisdddi
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4.5. BsERCIzI

> EsSeERrRcCIZzIO 4.1

Si immagini che la variabile statisticA = {numero di unita difettose per lotto

rinvenute in100 lotti, di 2000 unita omogenee ciascuno, in uscita da un processo

produttivo, abbia la seguente distribuzione di frequerssolate

X = {xi
n;

oo

0

1

44 22

2

11

3 4 5
4 3 2

6
14

|

a) Costruire il grafico della funzione di ripartizione della. X.

b) Valutare il valore diF'x (z) in corrispondenza a = 2, z = 2.5 ex = 10.

c) Calcolare, infine, i quantilig 50 € xg.66-
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> ESERCIZIO 4.2

Un revisore contabile esamina le pratiche di pagamentstgipifettuati da una com-
pagnia di assicurazione nel settore R.C. auto, e sottogoesmnsabile dell'agenzia
a cui fanno capo i clienti rimborsati, la seguente distriboe di frequenze per lav.s.
X = {importo liquidatgd, in euro:

Classi di Importo| n; fi | F(lit1)
0 A 4 | 1850
4 H 6 | 2500
6 10 | 1200
10 40| 950

Completata la tabella costruire il grafico della funzionerigartizione. In quale
classe cade il valore non superato da¥ delle pratiche esaminate® corretto
affermare che il15% dei rimborsi effettuati superf00 euro? Calcolare, infine la
mediana e i quantili di ordine rispettivamente= 0.25, a = 0.75

<

> ESERCIZIO 4.3

Un sondaggio condotto sugli acquisti nel reparto gastréaainun grande ipermer-
cato ha fornito, relativamente alla quantita (in grammprdsciutto crudo acquistata
dai 50 clienti di un sabato mattina, i seguenti dati:

200 198 270 178 180 181 111 160 167 235
203 170 207 230 119 196 220 205 132 163
143 192 250 174 252 155 240 258 197 120
210 150 184 273 130 260 254 204 277 236
179 161 221 217 140 172 201 190 185 168

Compilare la tabella di distribuzione di frequenze e rappntare graficamente la
funzione di ripartizione. Raccogliere successivamentatiiid classi e costruire il
grafico della funzione di ripartizione della rispettivatdizuzione.

<

> ESERCIZIO 4.4

Per i due casi proposti nell’esercizio 4.3, calcolare i djliaghi ordine o = 0.20 e
a = 0.75, confrontando i risultati ottenuti per le due situazioni.

<



CAPITOLO 5

MISURE DI POSIZIONE

Procedendo con l'introduzione di misure di sintesi di unaalmale statistica, de-
dichiamo questo capitolo alle misure di posizione. Defisgeondo Cauchy e
secondo Chisini le medie algebriche, ampio spazio saraatedalla media arit-

metica ed alle sue principali proprieta. Altre misure dsigeone quali il massimo
e il minimo, i quantili e la mediana, nonché la moda verradefinite e con-

frontate rispetto alla loro robustezza per particolartrtiazioni simmetriche,

asimmetriche e di misture.

5.1. LE MEDIE ALGEBRICHE

| quantili di una variabile statistica, introdotti nel cego precedente, sono valori di sin-
tesi che forniscono una misura della posizione delle wsidéistiche rispetto al carattere
quantitativo esaminato; essi rientrano in una piu amase di parametri caratteristici di
una variabile statistica, la classe appunto delle medie.

Nel seguito assumiamo quale definizione generale di mediedgaente:

Definizione 5.1 (Media secondo Cauchy)
si dice media della successione di dati individyali}.— ..., della v.s.X un qualunque
numero reale* interno ai dati, tale cioé che:

min(Z,) < z* < max(Z,)
« e}

O

Chiaramente la definizione del Cauchy non dice in modo agpljtiale media scegliere
né come questa debba essere calcolata, ma si limita athafiesotto quali condizioni un
numero reale puo essere considerato quale media di unessimee di dati. In tale ottica,
dunque, i quantili di qualsiasi ordine per definizione possessere considerati medie.
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Alla classe delle medie appartengono le cosidette medebsalhe, definibili attraverso

funzioni algebriche dei valori dei dati individuali o eqalentemente della distribuzio-
ne di frequenze. Esse, al pari dei quantili, rappresentatarivdi sintesi che fornisco-

no informazioni circa I'ordine di grandezza con cui il céea¢ quantitativo esaminato e
presente sul collettivo.

La definizione di Chisini individua un’ampia classe di medligebriche e al contempo ci
e di aiuto dal punto di vista operativo. Pertanto:

Definizione 5.2 (Media secondo Chisini)
data la successione di dati individugfi, } .- ..., Si dice media della v.sX rispetto ad

una funzionep(i, ..., Z,) invertibile quella costant@! che soddisfa la condizione di
invarianza
o(Z1,. ., Tp) = (M, ..., M) (5.1)
0

Per impiegare la definizione del Chisini al fine di individeiana media, si deve scegliere
in primo luogo la funzionep(z4, ..., %,) e successivamente individuare la costahte
che soddisfa la condizione di invarianza, posta in (5.%peito alla funzione scelta.

In tale ottica, dunque molteplici sono le medie che possssere individuate. Tra quelle
di maggior utilizzo ne citiamo alcune, e precisamente

* media aritmetica: essa e quella costante che soddisfa la condizione diiamza
(5.1) per la funzionsomma dei dati individuglinfatti:

P(Fr,. . E) =D Fa = > Fa=) M
a=1 a=1 a=1

. 1 n ~
per cuiM = " Yot Za

* media armonica essa € quella costante che soddisfa la condizione diiamza
(5.1) per la funzionesomma del reciproco dei dati individuaposto che questi
siano tutti positivi; infatti:

p(Fr,... 3,) =Y &, — i@alziMl
a=1 a=1

n

pel‘ CU|M - W
a=1 "«
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* media quadratica: essa € quella costante che soddisfa la condizione diiamza
(5.1) per la funzionsomma del quadrato dei dati individyglbsto che questi non
siano negativi; infatti

n n n
. . =2 =2 2
O(Ty,. .., Tpy) = g z — E T = E M
a=1 a=1 a=1

. 1
per cuiM = /ﬁ S 22

* media geometrica essa € quella costante che soddisfa la condizione diiamsar
za (5.1) per la funzion@rodotto dei dati individualiposto che questi siano tutti
positivi; infatti:

o(Fr,..., 7)) =[] %a N Tz.=11M
a=1 a=1 oa=1

per cuiM = (T]"_, &)™

Qualora lav.s.X assuma valori negativi o nulli, tutti o in parte, la mediagedrica
puo non avere valore reale; essa e pertanto definita sologe valori positivi.

Quelle sopra definite sono solo quattro delle possibili medgebriche individuabili a
partire dalla definizione proposta dal Chisini.

Nel caso in cui le determinazioni della v.5.fossero tutte positive € possibile definire una
famiglia di medie alla quale appartengono tutte quelle scfiate. Infatti qualora pones-
Simoy(Z1,...,2,) = y_o_, I, conr € R, e applicassimo la condizione di invarianza
di Chisini, perverremmo alla seguente

Definizione 5.3 (Media dir-esima potenza)

data una v.sX con modalita osservate, > 0 per ognia = 1,...,n si dice media di
r-esima potenza la radieeesima della media aritmetica delle potenzesime dei valori
Ty, CiO€

n 1/r
M, = <n1 Zxa> (5.2)

a=1

O
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Le medie precedentemente introdotte possono esseretackatia (5.2) ponendo, di volta
involta,r =1,r=—-1,r=2er — 0.

Non desiderando, volutamente, trattare in modo esaustieacetto di medie di—esima
potenza, si consiglia al Lettore interessato di consulteesti di Jalla (1991) e Landenna
(1997).

Prima di concludere il paragrafo, osserviamo che qual@paatiessimo della distribuzio-
ne di frequenzdz;;n;}i—1, x della v.s. X, la condizione di invarianza posta dalla (5.1)
diverrebbe:

(T, ..k, ng) = (Moo, Mg, .. ng) (5.3)

Se tale ¢ il caso, allora:

N . . . 1
x essendd ", i, = S | ;m;, la media aritmetica sai®l = — > a;n;
n

n a1 k1 _ . N
x essendd ., I, =) ., x; n; lamediaarmonicasall = ——— o
Zz‘:l T
~ H H > 1
x essendd ., i2 =S¥  2?n,, la media quadratica safd = /— > a2,
n

. . . 1/n
« essendq[”_, i, = [, z:ins, la media geometrica safd = (Hle xﬁ)

Nel seguito dedicheremo la nostra attenzione alla mediaetica che, per svariati mo-
tivi che risulteranno chiari nel corso dell'esposizioeda piu largamente impiegata in
statistica si da rivestire il ruolo di “prima donna”. A coranto di quanto detto in questo
paragrafo, valga I'esempio che segue.

> ESEMPIOS.1

Data la v.s.X con distribuzione di frequenze assolute:

X:{xi} _{0.2 0.5 0.9 1.3}
Ni)i=1,..4 6 3 2 4

ci proponiamo di calcolare le medie sopra definite.
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*x media aritmetica:

02-64+05-34+09-2+13-4
15

= 0.647

* media armonica:

15
= 0.363
02-1.6+051-3+091.2+1.31.4
* media quadratica:
2 . 2 . 2 . 2 .
\/0.2 6+0.5 31+50.9 241384 o

* media geometrica:

Y/0.26.0.53-0.92 - 1.34 = 0.484

OSSERVAZIONE: a proposito della media geometricé/{) € bene tenere presente che,
impiegando strumenti di calcolo quali calcolatrici sciBalhe o personal computer, € pos-
sibile che 'operazione di produttoria porti ad errori deoffow, soprattutto quando i dati
hanno ordine di grandezza consistente. In tali casi e oéleolare il logaritmo della
media geometrica e successivamente ritornare a questapergzione di antilogaritmo.
Dal momento che il logaritmo della media geometrica coomgfe alla media aritmetica
del logaritmo dei dati, dalla definizione applicando le prefa del logaritmo otteniamo:

k k

in(My) = ([ )% = = S nGe) = 3 o)

=1 i=1

Cosi nel caso proposto all’esempio (5.1), la proceduraldioto per la media geometrica
risulterebbe:
~ 6In(0.2) +31n(0.5) +21n(0.9) +41In(1.3)

In(M,) = = —0.726

da cui il risultatoM,, = =% = (0.484.
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5.1.1 LA MEDIA ARITMETICA

Nel linguaggio comune, laediadi una serie di dati corrisponde a quella che nel para-
grafo precedente e stata definita come media aritmetidapdaametro di sintesi & senza
dubbio noto anche in ambiti non strettamente statisticlwpgue studente ha, ad esem-
pio, calcolato almeno una volta la media dei voti degli esansitenuti; la spesa media
mensile viene assunta come sintesi di condizione finalazdaimolte famiglie, ed an-
cora, il consumo medio di carburante € una caratteristieaviene valutata al momento
dell’acquisto di una autovettura.

Ricordando la definizione del Chisini proposta in (5.2), ladm aritmetica di una v.s.
e quella costante che soddisfa la condizione di invariaispeetto alla funzionessomma
dei dati individualie tale peculiarita della media aritmetica & intrinsecat@@ota nella
coscienza comune.

Lo studente a cui risulta una media dei voti, diciamo, pa2Bainterpreta infatti tale
valore come quello che potrebbe attribuire a ciascun esastersuto se gli fosse possibile
accumulare, cioeé sommare, i voti conseguiti e distribuinnodo invariante fra gli esami
sostenuti.

€ &3

£ £ A
{ | |
€9 (5 & -
£ B ‘;'.E,d + Bﬁr_ + 208 5&44 5“:.‘-+;£a £
3

5

{ ’ :

A 2

O

oF.
&S

i

£
Figura 5.1 Media aritmetica e redistribuzione del reddito.

Risulta evidente che la media aritmetica € maggiormemgpeifgiativa se il carattere in
esame drasferibile ossia se esso ¢ tale da poter essere ceduto da una uaiteaadlel
collettivo; cosi ad esempio, reddito pro-capite di una goita di individui € un carattere,
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almeno idealmente, trasferibile, ciascun individuo pedere, totalmente o in parte, ad
un’altro il proprio reddito (si veda figura 5.1), viceversannsono trasferibili caratteri
quali ad esempio la statura o I'eta.

Tornando ora in un contesto propriamente statistico fampiamo quanto detto sulla
media aritmetica dando la seguente

Definizione 5.4 (Media aritmetica)
definiamo media aritmetica della v.X. il valore numerico risultante dall’'operazione

EX] = % zn: 7 (5.4)

che nel caso la v.sX abbia distribuzione di frequenZe:;;n;},—, . verra calcolato
come

k k
E[X]:%sznzzzxzfz (5.5)

0

Il simbolo £ [ - | rappresenta, in questo contesto,aperatorehe applicato ad una qual-
siasi variabile statisticA restituisce uno ed uno solo numero reale, abitualmenteatali
conux, 0 piu semplicemente caimqualora non sussistano dubbi di ambiguita con altre
variabili statistiche.

In altri termini, data la variabile statisticd, potremmo dire che 'operatore ad essa
applicato la trasforma in un numero realg che corrisponde appunto alla sua media
aritmetica o piu semplicemente valor medio.

> ESEMPIO5.2

Si immagini che la v.s.X = {voto di una prova scritta di statistigarilevata su un
colettivo di60 studenti, possegga distribuzione di frequenze assolute:

= {® _ 15 16 17 19 21 23 25
“ WS, - 15 15 10 8 12 7 3
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Desiderando calcolare il valor medio i, applicando la (5.5) si ottiene:

7
1
=1

15-5+16-15+17-10+19-8+21-12+23-74+25-3
60 N

=18.75 = ux

Osserviamo chex = 18.75 € un valore medio secondo la definizione di Cauchy,
infatti z1 = 15 < 18.75 < 25 = x7.

<

Nel caso ci si trovi ad operare su variabili statistiche cah thccolti in classi, la corri-
spondente distribuzione di frequenze:

Y = {li _| li+1}
n; =1,k

=1,..,

viene ricondotta alla forma:

XE{.’L'Z} :{l‘l To ... l‘k}
n; =1k ny Mg ... Nk

-----

scegliendo un valore rappresentatiy@er ogni classe, ad esempio ponendo:

li + iy
T, = ——
2
Abbiamo gia osservato che il raccoglimento dei dati in sil@®mporta una perdita di
informazioni, la qualcosa risulta ancora piu evidenteismsfronta la media aritmetica

calcolata a partire dai dati individuali con quella relatadla distribuzione di frequenza
della v.s. con dati raccolti in classi.

> ESEMPIOS.3

La misurazione del peso corporeo di un gruppd@pazienti, di entrambi i sessi di
un reparto ospedaliero ha fornito i seguenti valori espiedgy:

80.3 770 755 756 800 740 742 785 80.5 75.0
72,5 705 680 70.0 723 670 673 715 73.0 679
95.5 85.7 845 852 91.3 81.2 82.0 90.5 96.0 83.5
65.6 65.0 62.6 63.0 655 61.0 620 653 658 62.5
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Il valor medio della v.s X = {peso dei pazieriiin accordo alla (5.4) & pertanto:
803+ 77.0+...4+65.8+62.5
B 40

Se per la v.sX disponessimo unicamente della seguente distribuzionegliénza,
con dati raccolti in classi di peso:

E[X] = 74.61 = px

Classidipesd z; | n;

60 470 65 | 15
70 480 75 | 13
80 490 85 | 8
90 4100 95 | 4

per la v.s.X risulterebbe, sfruttando la (5.5):

_65-15+75-13+85-8+95-4
B 40

Pur essendo dati relativi allo stesso collettivo statis{icfr. figura 5.2, a), le due
medie risultano differenti. Mentre la prima porta, cometente, ad affermare che,
potendo distribuire il peso totale equamente, ciascurepszipeserebbet.61 kg, la
seconda attribuirebbe, erroneamente, ad ogni pazientsal @i75.25 kg.

Resta inteso che, qualora non si posseggano i valori ingiliidla media della
distribuzione dei dati in classi & comunque un utile pataondi sintesi.

Per completezza, in figura (5.2, pannello b), e riportasgtdgramma della distribu-
zione di frequenza proposta con traccia dei dati individugbpare del tutto evidente
come il raccoglimento in classi proposto non sia soddisfacgerlomeno per valori
di peso maggiori d85 kg. Di qui la perdita di informazione e la discrepanza tra le
medie calcolate nelle due situazioni.

E[X] = 75.25 = pux

<
A commento di quanto sopra, possiamo ancora osservare ohedlia aritmetica:

* rappresenta ibaricentradi una distribuzione di frequenze. Potremmo dire che essa
costituisce I'ago della bilancia che sostiene 'area rappntata dall'istogramma
(cfr. ad esempio figura 5.2, a);

* risente, come del resto tutte le medie algebriche esserekigjoalcolate sulla base
di tuttele osservazioni, della presenza nei dati di valori “anofpabitualmente
detti in letteratura “outliers”. Trattasi di singoli valdroppo grandi o troppo piccoli
rispetto all’insieme dei dati che si presentano per causestrettamente collegate
al fenomeno sotto osservazione, ad esempio errori di dlema o di trascrizione
dei dati, presenza di unita statistiche con carattehistiton omogenee rispetto alla
totalita del collettivo ed anche influenza di cause rareceatiche.
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Classi di peso (a) Classi di peso e dati individuali (b)

Figura 5.2 Istogrammi della distribuzione del peso, eserb8.

5.1.2 FRRINCIPALI PROPRIETA DELLA MEDIA ARITMETICA

Proprio per I'importanza che riveste nell’ambito dellatistaca il concetto di media arit-
metica, ne evidenziamo alcune proprieta, ipotizzandolahes. X abbia distribuzio-
ne di frequenze assolufe;;n;};—1,. x 0 in modo del tutto equivalente distribuzione di
frequenze relativéx;; fi}iz1.. k-

Proprieta 5.1La somma degli scarti tra ciascuna modalit® la media aritmeticay €
nulla, cioe:
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Dimostrazione: applicando le proprieta dell'operatore sommatoria:
k

k k
Z(%‘ — px)n; = inni —MXZT%' =npx —npux =0
i—1 i—1

i=1

O

Proprieta 5.2La somma dei quadrati degli scarti tra ciascuna modaligauna costante
arbitrariaa € R, cioe:
k

pla) = Z(fﬁz‘ —a)’n;

i=1
€ minima pel = .
<

Dimostrazione: osserviamo innanzitutto che la funziopéa) €, per definizione, una
parabola con la concavita rivolta verso I'alto; pertantsa&possiede un unico punto di
minimo assoluto determinabile, come di consueto, anntdlda sua derivata prima.

dopla)  d < < d
da —mD ”Z_Zd i a)ni =

:Z [da —a)]( —a)n :_22

Il punto di minimo di si otterra annullando tale derlvatme:

k k k
E Tn; —a g n;, =0 = na= g T;Nn;
i=1 i=1 i=1

e pertantar = px.

0

OSSERVAZIONE: si vedra in seguito che(a = uy) fornisce una misura della disper-

sione dei dati, ovvero della variabilita della v.8.
*

Proprieta 5.3La media aritmetica soddisfa la condizione del Cauchy, avgede della
proprieta di internalita, cioe:

T < px ST
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Dimostrazione: ricordando che per definiziong < z; < x;, e ci0V ¢, moltiplicando
tutti i termini per la costante positivéa la precedente relazione d’ordine rimane immutata,
cioe:

ofi <aifi < fi

Sommando ora rispetto all'indiégeciascun termine della diseguaglianza, I'ordine si man-
tiene e si ha:

k k k k k
Z%fiﬁZ%‘fiSZ%f@ = fElZfiSMXSHUkai
i1 i1 i1 i1 i1

e dunquer; < pux < xg. -

Proprieta 5.4La media della trasformata lineare di una v.s. corrispotiddrasformata
lineare della sua media. In altri termini, date la \Ase la trasformatd” = a + b X, con
a,be R, sihauy =a+bpux.

<

Dimostrazione: & sufficiente applicare la definizione di media aritmetilta @uova v.s.
Y e tenere amente che’_| f; = 1:

k k k
Py = Z(a+b$i)fz‘ = aZfz‘ +bZ$z‘f2‘ =a+bpux
i=1 i=1 i=1

0

OSSERVAZIONE: date la v.s. X e la sua trasformat&d = a + b X, cona,b € R,
guest'ultima é a sua volta una v.s. Infatti & sufficienteepgare ch& o = 1, ..., n:

Jo=0+bTy =a+bX(wa) =Y (wy)

DunqueY” & un’applicazione che associa a ciascun elemertibudio ed un solo numero

reale.
*

OSSERVAZIONE: considerando I'operatorE | -], che applicato ad una v.s. fornisce la
corrispondente media aritmetica, questa ultima propgensente di affermare che esso
€ unoperatore linearenel senso che se applicato ad una trasformata lineare dr.sina
fornisce la trasformata lineare della sua media aritmetica
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Nel seqguito ci avvarremo sovente della seguente
Proprieta 5.5LoperatoreE| -] & un’operatore lineare, cioé data la Ws= a + b X:
EY]=FEla+bX]=Fla]+ EbX]=a+bE[X] (5.6)
<

Dimostrazione: & sufficiente ricordare che, canb € R, Ela] = Y5 afi = ae

EbX] =1 b f; = bE[X]. -
*

> ESEMPIOS.4

Con questo esempio ci proponiamo di verificare numericaenknproprieta della
media aritmetica, gia dimostrate analiticamente.
A tal scopo siaX una v.s. con distribuzione di frequenze assolute:

X:{xl} _{15 16 17 29 30}
ni i1 s 40 10 25 5 20
e valor mediqux = 19.3.

Verifichiamo la proprieta (5.1), ossia quella che assefiaaullita della somma degli
scarti:

k

D (@i — px)ni = (15— 19.3)40 + ... + (30 — 19.3) 20 =
=1

= (15-40 +16-10+ ... +30-20) —100-19.3 =0

Verifichiamo la proprieta (5.2), cioé quella relativa ahimo della somma dei qua-

drati degli scarti:

k k k

k
o(a) :Z(xi—a)Qni = q? Z ni—Qainni—kZm?ni =
i 1 i=1

k
=na®—2npxa+ Y xln;=100-a> — 3860 - a + 40990
=1

Evidentemente la derivata prima dia) risulta ¢’(a) = 200a — 3860 ed essa si
annulla per = 3860/200 = 19.3.
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Immediato € verificare la proprieta (5.3) di internalit#atti 15 < 19.3 < 30.

Al fine di verificare la proprieta (5.4), supponiamo di voésprimere i voti in cente-
simi e di voler aggiungere al voto di ciascuno studente umtisd di dieci centesimi,
in modo da ottenere una nuova vi.legata in modo lineare alla v.s{. Dalla re-
lazione di equivalenz& : 30 = Y : 100 ricaviamo la corrispondenza fra i vali
espressi in trentesimi ed i vati espressi in centesiml” = 3.33 X. | voti in cente-
simi corretti dal bonus saranno pertaiifo= 3.33 X + 10. La v.s.Y cosi costruita

possiede la distribuzione di frequenze assolute:

__{yi} {60 63.33 66.66 106.66 110}
Y= - 20

n; 40 10 25

5

da essa ricaviamo la media aritmetjep = 9040543020 — 74 33,
Risultato che avremmo potuto ricavare direttamente aéifirlo la proprieta (5.4):

E[Y] = 33.33 E[X] + 10 = 3.33 - 19.3 4 10 = 74.33

> ESEMPIOS5.5

Si immagini che la v.s. X abbia la seguente distribuzione di frequenze con dati

raccolti in classi:

Classiv.s.X | n;
10 430 5
30 450 10
50 70 20
70 490 5

e che, introdotta la trasformaia = X — F[X] se ne desideri calcolare valor medio

e mediana.

Innanzitutto per la v.sX, con semplici calcoli, si h&[X] = 52.5 ezg5 = 55.0.
Quanto al valor medio di’, dalla proprieta (5.5) dell'operato®] - |, si ha:

ElY] = E[X — E[X]] = E[X] - E[E[X]]

E[X] - E[X]=0

risultato a cui saremmo potuti giungere direttamente tsfngto la proprieta (5.1)
degli scarti dalla media aritmetica, semplicemente ossele che la v.sY trasforma

la v.s. X in scarti dalla sua mediaCome si evince dagli istogrammi di figura (5.3),
la distribuzione diY” ha la stesséormadi quella diX traslata sull'asse delle ascisse

si da avere baricentro pari a zero.

A ben vedere, la distribuzione di frequenzarde la seguente:
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Classi v.sY n;

—425 4-225 | 5
—-2254 =25 | 10
—-2.5 4 17.5 | 20
175 4 37.5 )

Quanto alla mediana, non abbiamo dimostrato un’analogaripté, ma avendo 0s-
servato che ldorma della distribuzione diy” € uguale a quella dX, potremmo
arguire che la mediana & siaygs = x¢5 — 52.5 = 2.5. Lasciamo al Lettore la
verifica numerica di quanto asserito.

fi/ wi
0.015

E[X]

)
]

[ 1
-50 0 50 100
V.s. X

fi/ wi
0.015

E[Y]

—

1
-50 0 50 100
V.s. Y=X-E[X]

0.000
L

Figura 5.3 Istogrammi delle v.&{ eY = X — E[X], esempio 5.5.

5.2. ALTRE MISURE DI POSIZIONE

A fianco delle medie algebriche, introdotte nei paragrafc@denti, si possono conside-
rare altre misure di posizione che, se impiegate congiueméena queste, permettono di
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evidenziare altre caratteristiche dalla variabile stighssotto osservazione.
A ben vedere, tali misure:

* soddisfano tutte la definizione del Cauchy e pertanto passssere considerate
medie, sebbene non nel senso algebrico;

* sono calcolate, a differenza delle medie algebriche, thmeanto solo di parte delle
realizzazioni della variabile statistica in esame.

5.2.1 IL MINIMO E IL MASSIMO

Data una v.sX con distribuzione di frequenze assol{itg; n;},—, . 0 equivalentemente
distribuzione di frequenze relatie:;; f;},—1._x, possiamo considerare, quali misure di
posizione il minimo e il massimo valore da essa assuntog] pbr definizione, implica
considerare, rispettivamente, le modatitee z;..

Lintervallo reale|x;; zx] viene comunemente detiotervallo di escursioneo rangein
letteratura anglosassone, e rappresenta appunto il cododalla v.s.X .

Ovviamente la conoscenza del range ci informa unicamerda & posizione dei “valori
estremi” che la v.s. assume sul nostro collettivo; si trditana misura per cosi dire
grossolana di posizione, ma tuttavia non e priva di atilAd esempio abbiamo gia visto
come i valori dell'intervallo di escursione possano toenatili ai fini del raccoglimento
dei dati in classi. Su tale argomento torneremo nel prossapdolo.

Una misura che sintetizza i due precedenti parametri cfe¥tafdalla loro semisomma,
in simboli

T+ Xk

: (5.7)

che come vedremo puo essere utile se confrontata con akteendi posizione quali la
media aritmetica, la mediana, ...
E appena il caso di osservare che tali misure di posizione:

* sono altamente influenzate dalla presenza di dati “anoneadiio per definizione;

* sono calcolate, a differenza delle medie algebriche, gmeonnto di sole due de-
terminazioni assunte dalla v.s. in esame;

* soddisfano la definizione di media secondo Cauchy.
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5.2.2 |QUANTILI

Dei quantili ci siamo gia occupati nel corso del capitolegadente, al quale rimandiamo
per i particolari. Dal momento che per definizione essi ssfddo la condizione del
Cauchy, i quantili possono, pertanto, essere consideaktrivmedi.

Chiaramente, i quantili rappresentano di una variabilessiza altrettante misure di po-
sizione che, a differenza di quelle presentate sino ad istd{ano in generale meno sen-
sibili alla presenza di valori “anomali” nei dati. Misure siintesi che godono di tale
caratteristica vengono abitualmente dettbuste

Il fatto che tali misure possano essere dette robuste,rdiscaal fatto che i quantili sono
calcolati non gia mediante un’operazione algebrica ssilhgole determinazioni, bensi
mediante un’operazione di conteggio delle unita statisti

> ESEMPIO5.6

Si immagini che l'insieme dei dati individuali di una v.sX sia {1,2,3,4,5}.
Chiaramente sihax =3 exy5 = 3.

Si supponga ora di modificare gli ultimi due elementi dedlieme dei dati individuali
si da averd 1, 2,3,100,1000}. In questo caso la mediana non muta, cigg = 3,
mentre la media aritmetica che ne risulta ¢ = 221.2.

<

Nello studio di una variabile statistica & abitudine, er@wtmo dire buona norma, forni-
re i valori corrispondenti ai primi tre quartili che rappeesano le soglie non superate,
rispettivamente, dal5%, 50% e 75% delle unita statistiche.

Una misura di posizione basata sui quartili che puo a volteatre utile proporre a fianco
di quelle sin’ora proposte sempre al fine della descriziiadlistribuzione di una va-
riabile statisticaX & rappresentata dallaedia interquartilda semisomma cioe tra primo
e terzo quatrtile

Zo.25 + T0.75

5 (5.8)

che non necessariamente coincide con la mediana.

In alcune situazioni puo essere di interesse il calcoldtdigarticolari quantili che posso-
no fornire indicazioni circa le “code” della distribuziomeesame. Ad esempio il quantile
di ordinea = 0.05 corrisponde al valore che lascia alla sua sinisti&ildelle unita sta-
tistiche, mentre il quantile di ordine = 0.95 rappresenta il valore che lasciail delle
stesse alla sua destra.



98 Capitolo 5. Misure di posizione

> ESEMPIOS.7

Si immagini che la rilevazione di un carattere quantitatiuodue popolazioni di
ugual numerosita abbia dato luogo alle i&e Y con distribuzioni di frequenze:

v.s. X | vs.Y
Classi o o
100 <120 5 15

120 4140 10 20
140 4 160 20 10

160 4180 10 3
180 200 ) 2
o o
S S
o o
n wn
3 3
o o
8 5. R
el o el o
wn [Te}
3 S
o o
o o
8 - 3 -
o o
[ T T T T 1 [ T T T T 1
100 120 140 160 180 200 100 120 140 160 180 200
v.s. X vs. Y

Figura 5.4 Due distribuzioni a confronto, esempio 5.7.

Nonostante esse abbiano uguale range, corrisponderitgeaifallo [100; 200], la
formadella loro distribuzione & assai diversa, come peraltidemziato in figura
(5.4). In particolare:
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* la v.s. X hadistribuzione simmetrican questo caso, come si puo facilmente
verificare numericamente, media e mediana coinciddh6){ cosi come la
media interquartilical(50) e la semisomma del rang&s().

* lav.s.Y hadistribuzione asimmetricdn tale situazione le precedenti misu-
re di posizione non vengono piu a coincidere, infatti tswly = 132.800,
Yo.50 = 130.000 e media interquartile pari 430.833 (dal momento che
Yo.25 = 116.667 € yo.75 = 145.000), mentre rimane immutata la semisomma
del range 150).

Si osservi che per una distribuzione simmetrica varra serfygualgianza tra me-
dia, mediana, media interquartilica e semisomma del rangaon necessariamente
e vera la proposizione inversa. L'esempio (5.8) pud esspunto di riflessione a tal

proposito.
<

5.2.3 LA MODA

Un’ultima misura di posizione e rappresentata daitzdache puo essere definita come la
modalitaz* € {z;},_, , che si presenta con maggior frequenza.

Non desiderando trattare piu in dettaglio tale argomenlionitiamo ad alcune osserva-
zioni:

* se tutte le frequenze di una distribuzione sono uguali,c& dhe la variabile stati-
stica e priva di moda, potremmo dire che la distribuzion@i&rme;

* la moda, a differenza degli altri valori medi consideratiopnon essere unica;
esistono v.s., dettplurimodalj che hanno piu valori di moda, posseggono cioé
modalita con la stessa frequenza che ¢ la piu “alta”;

* se lav.s. e continua con dati raccolti in classi si parlela@sse modaleome quella
classe che possiede il rettangolo di massima area nejjifestoma;

* il concetto di moda viene a volte esteso anche alle mutdhtissiche definendo per
esse la moda come la modalita tra quelle osservate chets ppu frequentemente.

> ESEMPIO5.8

Da un’indagine condotta i famiglie risulta la seguente distribuzione di frequenze
del reddito netto mensile (v.):
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Classi direddito| n; | f; F;
900 - 1000 3 | 0.06 | 0.06
1000 4 1100 3 | 0.06 | 0.12
1100 4 1200 4 1 0.08 | 0.20
1200 - 1300 9 | 0.18 | 0.38
1300 — 1400 5 | 0.10 | 0.48
1400 — 1500 1 {0.02 | 0.50
1500 4 1600 1 {0.02 | 0.52
1600 4 1700 3 | 0.06 | 0.58
1700 4 1800 5 | 0.10 | 0.68
1800 - 1900 9 | 0.18 | 0.86
1900 — 2000 7 10.14 | 1.00
o
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Figura 5.5 Distribuzione bimodale, esempio 5.8.

Per tale v.s. valor mediquy = 1504.21) e mediana#y.; = 1500) sono pressoché
uguali. Tuttavia (cfr. figura 5.5, a) siamo in presenza di dis&ribuzione chiara-
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mentebimodale dal momento che le classi di redditt200; 1300] e ]1800; 1900]
presentano entrambe la massima frequefiza:(0.18).

Da un punto di vista operativo possiamo affermare di traviargresenza di una
“mistura” di due distribuzioni. Cid accade sovente qualta distribuzione di una
v.S. presenti (anche se non accentuate come nel caso in)adaene pit mode. Nel
nostro caso, volutamente, si sono “mescolati” i redditiaainfglie monoreddito con
quelli di famiglie plurireddeito.

Si noti che a questa conclusione saremmo giunti anche aaatip I'andamento
della funzione di ripartizione (cfr. figura 5.5, b), che @&# modo uniforme tranne
che nell'intervallo[1400; 1600] dove & pressoché costante.

E appena il caso di osservare che nonostante il valor medie la medianac 5
siano prossimi tra loro, la distribuzione della \6.non puo0 certo dirsi simmetrica.

<

Fino ad ora abbiamo visto come le misure di posizione, carniginente a corrette rap-
presentazioni grafiche, consentono di cogliere alcunitagpele v.s. oggetto di studio.
Tuttavia esse non esauriscono l'insieme delle misure ¢esimli una distribuzione, non
riuscendo da sole ad evidenziare altri aspetti assai irapbidelle variabili statistiche in
esame.

L'esempio che segue ¢ introduttivo agli argomenti cheararo affrontati nel prossimo
capitolo.

> ESEMPIO5.9

Si immagini che la rilevazione di un carattere quantitatteodue popolazioni di
ugual numerosita abbia dato luogo alle &&e Y con distribuzioni di frequenze:

v.s. X | vs.Y
Classi n; n;
100 4120 5 1

120 4140 10 14
140 4 160 20 20
160 4180 10 14
180 4 200 5 1

Osservando la tabella di frequenze proposta e alla luce wéggrammi riporta-

ti in figura (5.6) che la sintetizzano, appare evidente chdule distrubuzioni, pur
entrambe simmetriche, hanno “in qualche modo forma diversa

Tale aspetto, tuttavia, non viene colto mediante le misuposdizione sino ad ora
introdotte, coincidendo tutte tra loro entro la classe nedame peraltro il Lettore
puo verificare per via numerica.
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Figura 5.6 Due distribuzioni a confronto, esempio 5.9.

In sostanza le misure di posizione, pur sintetizzando akspetti delle v.s. in esame
ne tralasciano altri, ai quali dedicheremo il capitolo ®ssivo.

<

5.3. ILFOGLIO ELETTRONICO

Consideriamo le due variabili statistiche presenti netfiai noto fileuniversity.sxc e
vediamo come poter calcolare la loro media aritmetica cégiio elettronico.

In figura (5.7) nelle cell&9 e K10 osserviamo la media aritmetica della variabile statisti-
caanni dalla lauregalcolata rispettivamente a partire dalla distribuzionfretjuenze e
dai dati individuali. Il valore2.63, che compare nella celk®, ¢ il risultato della funzione

in essa inseritaK8/H8 , dove inK8 abbiamo inserito la funzioreSOMMA(K4:K7) e in
H8vi e la funzione=SOMMA(H4:H7). L'intervallo di celleK4:K7 contiene i prodotti di
ciascuna modalita per la frequenza assoluta associtgautit ad esempio per la cekat
inserendo la funzioneG4* H4. D’altro canto il valore2.63, che compare nella celkal0



5.3. Il foglio elettronico 103

ip———————— ————[|v]a]
File Modifica Visualizza |nserisci Formato Strumenti Cati Finestra 72 ®

[ome/mino/Desktoprdispfinale_o4univers~| (@] B |- ¥ & @ J

]I (=] = L B
] fw B =]
= A D Flelwl o] 5 [ k| L M| N
~ .| 1 |#id | Annilaurea
=i 3
O‘" 3 2 4 X, n, f F xEn
| 4 3 3 1 223 0.2 0.20 223
? 5 4 4 2 224 0.2 0.40 4485
la 5 5 1 3 395 0.36 0.76 1185
i 6 2 4 258 0.23 1.00 1032
8 7 2 1100 1 2BEE
g g 3 Media= 2.63 Dalla distribuzione
10 9 3 Media= 2.63 Dai dati individuali
1 n ? e
_ |4L|> [#i]s v anniim.. A | | LI_‘
Tabella4 /10 university 80% STD Somma=(

Figura 5.7 Calcolo della media aritmetica per la @8ni dalla laurea

e il risultato della funzione interna di OpenOffieMEDIA(D2:D1101) . In questo caso,
ovviamente, i due risultati coincidono e la media aritmeepao essere indiffererntemente
calcolata in entrambi i modi.

Per quanto riguarda la variabile statiststgpendioproponiamo in figura (5.8) la videata
del foglio elettronico che presenta la distribuzione ddi daccolti in quattro classi e
nelle celleL9 edL10 i valori della media aritmetica calcolati nuovamente nes dasi di
distribuzione di frequenza e di dati individuali.

Analogamente al caso della vanni dalla laureabbiamo inserito nel’'intervallo di celle
L3:L6 i prodotti del centro di classe per la frequenza assolufaftimella cellaL3 e
stata inserita la funzioneJ3 * K3 e cosi per le successive. Nelle cdllé e K7 abbia-
mo inserito rispettivamente le funziorRBOMMA(L3;L6) e =SOMMA(K3;K6) cosi il
valore1396.14 di cellaL9 ¢ il risultato della formulaL7/K7 . Quest'ultimo valore diffe-
risce, in questo caso, dal contenuto della cell@ nella quale e stata inserita la funzione
=MEDIA(E2:E1101) poiché nel raggruppare i dati in classi, come & ormai reitoer-
dono informazioni. Per il calcolo della media aritmeticaasi simili a quest’ultimo sara
quindi sempre bene ricorrere alla funzione predefisNHEDIA() applicata all'intervallo
di celle contenente i dati indivuduali.
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Figura 5.8 Calcolo della media aritmetica per la ggpendio
5.4. BESERCIzI

> ESERCIZIO 5.1

Si supponga che per la v.sX = {numero di pagine prodotte al mingtorilevata
su un collettivo costituito da2 stampanti laser, si abbia il seguente insieme di dati
individuali

{ja}a:L...,lQ = {43 57 47 67 8, 87 107 87 67 57 47 7}

Calcolare la media aritmetica, armonica, quadratica e gética.

> ESERCIZIO 5.2

| valori che seguono, rappresentano le temperature (espregradi Celsius) regi-
strate alle ore8.00 in alcuni comuni dell'ltalia Nord-occidentale:

-2 2 3 -1 2 1 2 =2
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Si calcolino la media aritmetica e la media geometrica.

> ESERCIZIO 5.3

Un revisore contabile esamina le pratiche di pagamenstsimiffettuati da una com-
pagnia di assicurazione nel settore R.C. auto, e sottopoespmnsabile dell’agenzia
a cui fanno capo i clienti rimborsati, la seguente distriboe di frequenze per la v.s.
X = {importo liquidatg, in euro:
Classi di Importo| n;
0 A 400 1200
400 - 600 2500
600 - 1000 1200
1000 4 2000 980

Con riferimento alla v.sX, calcolarne il valor medio nonché i primi tre quartili.
<

> ESERCIZIO 5.4

Si supponga che per la v.X = {litri di miscela erogati settimanalmenterileva-
ta su un collettivo costituito dali2 distributori di un comune, si abbia il seguente
insieme di dati individuali
{Zata=1,..12 = {92,105, 87,102, 110,97, 85,100, 115, 101, 80, 72}
Calcolare la somma dei quadrati degli scarti dalla medimatica, nonché la me-

diana.
<

> ESERCIZIO 5.5

| valori che seguono, rappresentano le temperature (espiasgradi Farenheit)
registrate alle or@0.00 nel centro di Denver in una settimana di gennaio:

20 19 18 15 17 16 11

Si calcoli la media aritmetica di tali temperature. Si esa; infine, la media delle
temperature registrate espressagradi Celsius Per inciso si ricorda la relazione
1
<
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> ESERCIZIO 5.6

Uno studente ha sotenuto in tuft® esami e la sua media aritmetic&£€58, mentre
la mediana dei voti 25.50. Sapendo che il voto di un nuovo esame, il tredicesimo,
e pari a30, calcolare la nuova media e mediana dei voti.

<

> ESERCIZIO 5.7

Si considerino le distribuzioni di frequenza del salario@mlordo di43300 operai
e di 16600 operaie di una grande azienda:

Salario | Operai| Operaie
(classi) n; n;

30 435 1045 7664
35 440 2465 5240
40 445 4675 1066
45 - 50 9180 1008

50 455 | 11220 926
55 -1 60 8560 516
60 4 65 6155 180

Per ciascuna delle distribuzioni si calcolino la medianagitica e la mediana. Co-
struiti i corrispondenti istogrammi, si tenti un’iterpagione del fenomeno in esame.

<



CAPITOLO 6

MISURE DI VARIABILIT A

In questo capitolo dedicato al concetto di variabilita eeranno definte ed in-
terpretate le piu comuni sue misure. Dagli intervalli dii@aione si passera alle
differenze medie fino a giungere alla varianza, alla quala dadicato ampio
spazio per I'importante ruolo che essa giuoca in ambitestital. Quale stru-

mento globale di informazione riassuntiva della distribone di una variabile

statistica introdurremo la diseguaglianza di Tchebycedeswziandone le po-
tenzialita di applicazione con l'ausilio di esempi di sigecin ultimo verranno

presentati alcuni tra i piu comuni indici relativi di vabitita.

6.1. LA VARIABILIT A

Le medie trattate nel modulo precedente sono parametmnigissiper una distribuzione di
frequenze, esse forniscono informazioni circa la posiidelle unita statistiche rispetto
al carattere esaminato. Pur essendo parametri fondameelial descrizione del feno-
meno di studio esse non forniscono un’informazione esaudegllo stesso, il quale deve
essere studiato anche dal punto di vista dedlaabilitadei valori che la variabile statisti-
ca assume sul collettivo considerato. Per meglio comprerndmportanza dello studio

della variabilita, valga I'esempio che segue.

> ESEMPIOG.1

Una azienda fornitrice di ricambi per macchine a controllonerico opera diretta-
mente nelle ditte clienti attraverso due agenti rappresgintNel primo semestre del-
I'anno in corso ciascun agente ha stipuléfacontratti di vendita, ed entrambi hanno
prodotto lo stesso fatturato complessivotdd00 euro. Poiché il sistema provvigio-
nale prevede incrementi proporzionali al fatturato degsia contratto, studiamo la
distribuzione degli importi fatturati per contratto deiedagenti. Considerate le v.s.
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X ={fatturato dell'agente peY ={fatturato dell'agente Ble due distribuzioni
risultano:

= {600 800 1000 1200 1400
- 1 s 15 10 15 10 5

=1,...,

y =Y ~J200 600 1000 1400 1800
- =1 5_ 5 10 15 10 )

Tol n _
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0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
Fatturato agente A Fatturato agente B

Figura 6.1 Distribuzioni del fatturato semestrale, esengpl..

E immediato osservare che il fatturato medio per contattostesso per i due agenti
(ux = py = 1000), entrambi hanno il maggior numero di contratti con impquaoi

a 1000 euro (le due distribuzioni hanno egual moda) esbifo degli ordini stipulati
supera 1000 euro (le mediane delle due distribuzioni coincidono). €abe dun-
gue sembrare che le due variabili statistiche siano ded adtivalenti, tuttavia, se
osserviamo la rappresentazione grafica delle due disiwibiizosi come evidenzia-
te in figura (6.1), ci accorgiamo della loro diversita e coemgliamo la necessita di
definire un indice che sia “in un qualche modo” discriminagiééle due situazioni.

<
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Sorge dungue la necessita di sintetizzare la distribeziirfrequenze di una variabile
statistica oltre che con misure di posizione con qualchamatro che fornisca una misura
della dispersione delle unita statistiche rispetto ahttare considerato.

La variabilita di una variabile statistica pu0 esserestt@rata sotto diversi aspetti e quindi
valutata a mezzo di indicatori di misura differenti.

A grandi linee possiamo dire che la misura di variabilitéd pssere calcolata in base a tre
diversi aspetti, e precisamente considerando:

% gli intervalli di variazionecioe intervalli i cui estremi corrispondono a particolar
misure di posizione;

* la distanza che ciascun dato individuale ha con tutti glialtri

* gli scostamenti dei dati individuali da un valore medsgelto quale misura di
posizione.

6.2. QI INTERVALLI DI VARIAZIONE

Per quanto attiene agli intervalli di variazione, data ursa X con distribuzione di fre-
quenze{z;;n; b1k, Unamisura di variabilita di immediata interpretazienguella data
dall'intervallo di escursionéo range)|x;; x|, concetto gia introdotto al capitolo prece-
dente. Desiderando sintetizzare le informazioni forngkeddue misure di posiziong e

2, potremmo considerare la loro differenza, cige- =, che rappresenta appunto I'am-
piezza del range. Si osservi che la differenza— x, testé proposta viene spesso detta
“campo di escursione” e pertanto confusa con il range.

Seppur di semplice interpretazione, I'intervallo di estome puo tuttavia essere una mi-
sura poco rappresentativa della variabilita essendopas@nte influenzato dalla presen-
za dei valori anomali.

Per sopperire a tali inconvenienti, si puo ricorrere a miswbuste, quali ad esempio
guelle basate sui quantili. Proprio in tale ottica un indédos di variazione che meno
risente del problema costituito dagli outliers & quellaii estremi sono il primo ed il
terzo quartile, in simbol{zgs5; 20.75]. Una misura di variabilita & rappresentata dalla
differenza interquartiléd.i.), che possiamo definire quale differenza, appunéo terzo

ed il primo quartile, in simboli:g 75 — x.25.

Evidentemente, essa fornisce 'ampiezza dell'intervabquale cade 50% delle unita
statistiche considerate eliminando cosi dalla misuraadiabilita fornita I'influenza dei
valori estremi.
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Va infine ricordato che la presentazione delle sole diffeeen — 1 €z 75 — .05 di per
se poco dice circa la variabilita della v.s. in esame; @naunorma che siano affiancate
dagli estremi degli intervalli a cui esse si riferiscono.

> ESEMPIO6.2

Con riferimento all’esempio (6.1) gli intervalli di esciose per le due v.sX eY
risultano rispettivamentf00; 1400] e [200; 1800]. Una misura della variabilita delle
due v.s. & offerta dalle loro diverse ampiezx&) per X e 1600 perY'.

Essendo inoltrexy o5 = 800 € xg75 = 1200 per la v.s. X e yg.o5 = 600 € yg75 =
1400 per la v.s.Y, le differenze interquartile saranno rispettivamentexd= 400 e
d.i.y = 800. La differenza colta ad occhio tra le due distribuzioni ra&gentate gra-
ficamente in figura (6.1), imputabile alla loro diversa vaitiga, viene ora riassunta
in un numero, la differenza interquartile appunto. Poseiaffermare che I'agente A
presenta minor variabilita nel fatturato situando$ioi¥o dei contratti da lui stipulati
in un intervallo di400 euro e precisamente jR00; 1200].

<

Uno strumento grafico di semplice costruzione e tuttaviaiasie al fine di ottenere
informazioni circa la variabilita e I'eventuale simmeto asimmetria di una distribuzio-
ne é rappresentato dal cosiddetiagramma a scatola e baf “boxplot” in letteratura
anglosassone.

Per costruire un diagramma a scatola e baffi € sufficienfgeapntare sul piano cartesia-
no di riferimento un rettangolo, cioe la “scatola”, di alta arbitraria, avente per base il
segmento di retta i cui estremi corrispondono rispettivamal primo ed al terzo quartile;
successivamente si suddivide il rettangolo con un segmerdorrispondenza al valore
della mediana. Costruita la scatola si tracciano ai suilisg segmenti di retta, i “baffi”
appunto, con estremi rispettivamente il valore minimo a@ibre massimo dei dati.
Linterpretazione di tale grafico e piuttosto semplicéait solo nel caso in cui la “scato-
la” & perfettamente centrata sui “baffi” e la mediana poggigunto medio della “scato-
la” avremo a che fare con una distribuzione simmetrica; laom@ o maggiore lunghezza
dei “baffi” avverte se ci si trova in presenza di distribuZipiti 0 meno addensate rispetto
alla mediana.

> ESEMPIO6.3

Siimmagini che la rilevazione dif clienti all’'uscita di due negozi di abbigliamento
(A e B) circa 'ammontare della spesa effettuata abbia daigd alle v.s.X eY con
distribuzione di frequenze con dati raccolti in classi:
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Negozio A | Negozio B
Classi di spesa n; o
30 -1 60 5 10
60 4 90 10 20
90 - 120 20 15
120 4150 10 3
150 - 180 5 2

In figura (6.2), per ciascuna v.s. sono riportati I'istograae il corrispondente dia-
gramma a scatola e baffi, quest'ultimo costruito in basesatgienti informazioni
ottenute sui dati individuali, che per motivi di spazio n@mg qui riportati:

Minimo | Quartile Il Quartile Ill Quartile Massimo

vs. X 3228 72.92 104.50 132.86 178.52
vs.Y 3042 65.99 82.66 104.57 178.86

A commento della figura (6.2) osserviamo che:

* il diagramma a scatola e baffi conferma l'idea di asimmeteiéadistribuzio-
ne della v.sY, infatti la mediana non & centrata sulla scatola, cosieclung
guella della v.s X;

* dal momento che la lunghezza delle scatole ¢ diversa, sangpnopensi ad
affermare che, sulla base della differenza interquaatilla v.s. Y presenta
una minor variabilita. Tale affermazione viene meno ssepsndo i baffi,
consideriamo I'ampiezza del range.

Siinvita il Lettore a riprodurre i diagrammi a scatola e befficolati sulla base della
precedente tabella di frequenze.

<

Osserviamo che al fine di voler evidenziare I'eventuale gea di outliers o mitigare

l'influenza di quelle che vengono comunemente detigedella distribuzione, si potreb-

bero modificare gli estremi dei due “baffi” si che essi c@uizdano, ad esempio, alle
coppie di percentili di ordine, rispettivameni; e 95%.

Tale € la proposta di default prevista dalla maggior pagiesdftware statistici.
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Figura 6.2 Distribuzioni della spesa per abbigliamentengsio 6.3.

> ESEMPIO6.4

Riprendendo la situazione descritta all'esempio (6.3yrdfico proposto in figura
(6.3, a) riporta i diagrammi a scatola e baffi con estremi ceetili di ordine, rispet-
tivamente,a = 0.05 e a = 0.95, calcolati, come si disse in base ai dati individuali,
per cui:

Percentilee% Percentiled5%

v.s. X 43.99 163.17
vs.Y 41.25 131.35

Evidentemente le informazioni offerte dai due diagrammcata@a e baffi sono le
stesse di quelle quelle fornite dai grafici di figura (6.2)n&i come la differenza tra
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Figura 6.3 Boxplot e funzioni di ripartizione, esempio 6.4.

i due percentili sia diversa per le due variabili a conferraliadmaggior variabilita
di X. Il baffo destro cosi calcolato risultando pit corto @rndia come la v.sY
presenti una coda destra assai accentuata, a prova delaisaetria.

Sempre in figura (6.3, b) abbiamo riportato il grafico dellezioni di riaprtizione
dei dati individuali delle v.s.X e Y. Interessante € notare come le informazioni
fornite dai precedenti boxplot possono essere tratte dattenta lettura del grafico
delle corrispondenti funzioni di ripartizione.
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6.3. LE DIFFERENZE MEDIE ASSOLUTE

La variabilita di una v.sX puo0 essere valutata sulla base delle differenze, in vakse-
luto, che ciascun dato ha rispetto a tutti gli altri sintegizdo tali informazioni mediante
la loro media aritmetica.

Pil precisamente, post@,},_, , linsieme dei dati individuali, se organizziamo le

differenze|z, — 73|, con ovviamentey, § = 1,. .., n, nella forma tabellare
T T To Tn
Iy | & — 3] |3 — 3] . JE = Za| ... [T — 3
Ty | By — &1 |2 —Ta| ... |B2—Fa| ... |T2— 3
To | |Za— 21| |Ba—2F2| - |Ta—Tal -0 |Ta — Tn
T | B0 = Z1| |0 —Za| o0 T — Ta| . |En — T

ricaviamo da essa una misura di variabilita semplicemeaitmlando la media aritmetica
dellen? differenze assolute che vi compaiono. Pertanto offriansetuente

Definizione 6.1 (Differenza media assoluta con ripetizione
definiamo differenza media assoluta con ripetizione deflaX/ la media aritmetica delle
n? differenze in valore assoluto tra ciascun dato individeaddi altri, cioe

A= 30 3 Ja (6.1)

a=1 pg=1

> ESEMPIO6.5

| dati che seguono si riferiscono al numero di pratiche éafen un determinato
giorno dai nove dipendenti di un Ufficio del Pubblico Registr

20 10 30 20 10 10 30 20 20

Al fine del calcolo della differenza media assoluta con igi@te, consideriamo la
tabella delle differenze:
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20 10 30 20 10 10 30 20 20

200 10 10 0 10 10 10 O O
1010 0 20 10 O O 20 10 10
3010 20 0O 10 20 20 O 10 10
200 10 10 0 10 10 10 O O
10710 0 20 10 O 0 20 10 10
1010 0 20 10 O O 20 10 10
3010 20 0 10 20 20 O 10 10
200 10 10 0 10 10 10 O O
200 10 10 0 10 10 10 O O

Dal momento ché ) _; >3, |, — 5| = 640, applicando la (6.1) otteniamo
Ap = 7.9012.

<

Se disponessimo, in luogo della successione dei dati ohaii, della distribuzione di
frequenze assolute della v.s., ciascun elemento dellagaatelle differenzér; —x;|, con

1,7 = 1,...,k, verrebbe ad essere moltiplicato per il prodotto delleatityge frequenze
n; n; ed in accordo con la definizione posta in (6.1) avremmo:
1

=1 j=1

A ben vedere, I'espressione p&Fk; puo essere scritta in una forma alternativa. Se osser-
viamo, infatti, che la tabella delle differenze, — z;| presenta tutti zeri sulla diagonale
principale e che gli elementi del triangolo inferiore sorguali a quelli del triangolo
superiore, abbiamo allora:

) ‘
AR = E Z Z(:CZ —.Tj) ngn;
A tal proposito valga 'esempio che segue.

> ESEMPIO6.6

Se osserviamo che le nove osservazioni individuali di digs#mpio (6.5) possono
dare luogo alla seguente distribuzione di frequenze assolu

x; 10 20 30}
= (6.3)
{”i}im,s { 3 4 2

al fine del calcolo della differenza media assoluta con idjmte, consideriamo:
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z; | 10 20 30
T, 3 4 2

i 5 Ny

10; 3 0 10 20
20; 4 10 0 10
30; 2 20 10 0

e calcoliamo le differenze medie con ripetizione come:

~ 0+1204+120+1204+0+80+ 120+ 80+ 0

& = 7.9012

AR

oppure

2
A}%Z@(10'3'4+20'3'2+10'4'2):7'9012

<

La differenza media assoluta con ripetizione consideadefaltre, len differenze che cia-
scun termine ha con se stesso; desiderando derivare unardisariabilita che non ten-
ga conto di tali differenze, peraltro nulle, sara suffiteeconsiderare quale denominatore
della (6.1) o della (6.2) la quantita(n — 1).

Definiamo pertanto per la v.sX differenza media assoluta senza ripetizitmenedia
aritmetica delle: (n — 1) differenze in modulo tra ciascuna osservazione indivielede
restanti, cioé:

A:ﬁ DD JEa— s (6.4)

a=1 pg=1

Siosservi ché\ e Ay differiscono tra loro unicamente per la diversa quanti@@ompare
a denominatore; come il Lettore puo facilmente verificareilta inoltre I'uguaglianza:

n

A:
n—1

Ag

6.4. LA VARIABILIT A RISPETTO AD UN VALORE MEDIO

La variabilita di una variabile statistica puo esseresatcome dispersione dei dati attorno
ad un valore medio assunto come posizione centrale. In taieesto, scelto il valore
medio rispetto al quale si vuole misurare la dispersione lzgico individuare una media
degli scostamenti dei singoli dati dal valore medio di rifegnto.
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Cosi, ad esempio, potremmo scegliere quale misura diipasiza medianae, indivi-
duata la distribuzione degli scarti in valore assoluto tes@una modalita e la mediana
stessa, calcolarne la media aritmetica, in simholi Zle |z; — x05| n;. Perverremmo

in tal modo ad una misura di variabilita deteostamento medio semplice dalla mediana
Trattasi di una misura di variabilita che esprime quantmedia le modalita si discostano
dalla mediana.

Tuttavia, per quanto riguarda la dispersione dei dati attad un valore medio, la misura
di variabilita di gran lunga piu impiegata, per diversitmbche appariranno chiari nel
seguito, € senza dubbio V@rianza Data I'importanza di tale parametro, dedichiamo ad
€sso0 i successivi due paragrafi.

6.4.1 LA VARIANZA E LO SCARTO QUADRATICO MEDIO

Un’interessante misura di variabilita la si puo ottenaasiderando la dispersione dei da-
ti attorno alla media aritmetica. Tale dispersione potesbbsere individuata calcolando
gli scarti dalla media aritmetica delle diverse modalgaearvate e sintetizzando la distri-
buzione degli scarti mediante la loro media aritmetica.tawia per una nota proprieta
della media aritmetica, la somma degli scarti € nulla e dseguenza nulla sara la loro
media. Un modo per ovviare a tale inconveniente e quellodsicierare gli scarti al qua-
drato. In tal modo non solo la loro media sara in generalerdavda zero ma si viene in
gualche modo a “penalizzare” le modalita piu distantilskiicentro della distribuzione.
Cio premesso, diamo la seguente

Definizione 6.2 (Varianza)

si dice varianza di una variabile statisti&ala media aritmetica del quadrato degli scarti
di ogni singola modalita dalla media aritmetica della vEssa corrisponde pertanto al
valore numerico risultante dall’operazione

1 i , 1L )
V[X] = ﬁ ($a - MX) = E Z (sz - MX) n;
koz 1 i=1
= Z (2 — MX)2 fi=o0% (6.5)
: ]

Anche in questo caso, come in quello della media aritmegichiamo introdotto un ope-
ratore,V[ -], che applicato ad una qualunque v.s. fornisce uno ed unasohero reale,
la varianza, appunto, che viene solitamente indicataségro pill semplicemente car?
gualora non sussistano dubbi di ambiguita con altre vdirgthtistiche.
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Osserviamo che, dalla definizione(6.2), I'operatife |, che applicato ad una qualunque
v.s. X ne fornisce la varianza, pud essere espresso in termirpetiatoreF|[-| come
segue:

V[X] = E[(X — E[X])’] (6.6)
La varianza si ottiene pertanto facendo la media aritmeticaa trasformata della v.s.,
pill precisamente, posio = (X — E[X])?, sihaV[X] = E[Y].
OSSERVAZIONE: € bene tenere a mente che la grandezza:

n k

Z(fa — pux)? = Z(!Ez — pix)’n;

a=1 =1

viene dettaDevianzadella v.s. X, in simboli Dev[X], e che per essa, evidentemente, si
haDev[X| =no%.
*

Una misura della variabilita, strettamente legata allaavea ed espressa nella stessa
unita di misura delle modalita della v.s. in esame, e datbo scarto quadratico medio
Potremmo dire che esso corrisponde alla media quadratgiasdarti tra ogni modalita
osservata e la corrispondente media aritmetica. Piugae@nte:

Definizione 6.3 (Scarto Quadratico Medio)
Si dice scarto quadratico medio la radice quadrata dellavza, cioé

ox =1/0%

> ESEMPIOG6.7

Siimmagini che la v.sX ={km percorsi con un litro di benzifadefinita a partire
dalla rilevazione della percorrenza di 45 autovetture de@i cilindrata alimentate
a benzina, possegga distribuzione di frequenze assolute:

T 185 195 20.5 21.5 22.5
i)y 5_ ) 10 15 10 )

geoey
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e quindi valor mediq.x = 20.5 km. Dalla definizione di varianza, calcoliamo:

k
1
VIX] = =3 (@ — px)’ i =
i=1
~ (18.5—-120.5)%5+ (19.5 — 20.5)> 10 4 ... + (22.5 — 20.5)5
B 45

60 _
=— =1333=0%

Naturalmente, nel caso in esame, mentre le singole madatitinque la loro media
sono espresse in km, la varianza & espressa frekpertanto non & direttamante pa-
ragonabile, ad esempio, con la media. Se consideriamo fospaadratico medio

ox = \/g = 1.1547, espresso in km, possiamo affermare che in media le autovet-
ture hanno una percorrenza2di.5 km con un litro di carburante ma che esse da tale
valore si discostano in media tli1547 km.

<

6.4.2 FRINCIPALI PROPRIETA DELLA VARIANZA

Passiamo in rassegna alcune proprieta della varianzagmarado che la variabile stati-
stica X abbia distribuzione di frequenze assol{itg; n;},—1 _, ovvero distribuzione di
frequenze relativéx;; fi}iz1. k-

Proprieta 6.1 La varianza € una quantita positiva o nulla, clogX] = 0% > 0.
<

Dimostrazione: e sufficiente osservare che in quanto media aritmetica aiigii non
puo assumere valori negativiy > 0), mentre € uguale a zero qualora la VKsassumes-

se modalita tutte uguali tra loro e quindi eguali alla meadigmetica. -

Proprieta 6.2 La varianza pud essere espressa come differenza tra due waddi al
quadrato, infatti vale la relazione V[X] = E[X?] — (E[X])*.
<

Dimostrazione: dalla definizione di varianza e ricordando le proprietd’oieératore
E[-], si ha:
VIX] = E[(X - E[X])’] = E[X* - 2 E[X] X + (B[X])"] =
= E[X?] - 2 B[X] E[X] + (E[X])* = E[X?] - (E[X])’ (6.7)
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Trattasi, come vedremo, di una proprieta di utile impiegcie nelle operazioni di calcolo

numerico.
O

Proprieta 6.3 La varianza & il valore assunto dalla funzian@) = S°F_, (z; —a)2f; nel
suo punto di minimo.

<

Dimostrazione: la funzioney(a) ha un minimo in corrispondenza ad= px (cfr. la
proprieta 5.2 del capitolo precedente) e pertanto e diratmsche essa assume valore pari

alla varianza in tale punto.
0

> ESEMPIO6.8

Con riferimento alla v.s.X di cui all'esempio (6.7) con distribuzione di frequenze
assolute:

i _ {185 195 205 215 225
nifi.s L5 10 15 10 5

e valor mediqux = 20.5 km, sfruttando la proprieta (6.2) abbiamo:

k
VIX] = BIX?) — (BIX)? = - atns — ik =
=1

185?75+ 19.52 10 + 20.5% 15 + 21.52 10 4 22.52 5 00,52 —
- 45 T

= 421.5833 — 420.2500 = 1.333 = 0%

Tale & il modo in cui conviene calcolare la varianza di usa poiché oltre a snellire
i calcoli, esso riduce il problema delle approssimaziowmicegsive.

<

Come abbiamo gia detto a proposito della media aritmetiomlte ci si trova a dover
lavorare con una trasformata della variabile statiskicariginaria e sotto condizioni assai
generali tale trasformata costituisce una nuova variaégstica.

Se si considera la trasformata linedie= a + b X, cona, b € R, per proprieta ormai note
sihaFE[Y] = a + b E[X] e ci si potrebbe chiedere se non sussita una proprietagaalo
per la varianza della nuova v.X. A cid sopperisce la seguente:
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Proprieta 6.4 data la v.s.X con medigux e varianzar, la varianza della trasformata
Y =a+0bX,cona,beRedatadd/[Y] = V[X].

<

Dimostrazione: sfruttando la proprieta (6.2), data la trasform&ta= a + b X e ricor-
rendo alle proprieta dell'operatofe] - | si ha:

VY] = E[Y?| - E[Y]? = E[(a+bX)?*] — (Ela+ b X])?
— Ela’] + ERabX] + EP* X?] — (a + bE[X])* =
—a?+2abE[X]+ b E[X? —a® - 2abE[X] - 1* (E[X])* =
= b’ E[X?] - 0 (B[X])" = b (E[X?] - (E[X))*) = 0" V[X] (6.8)

O

> ESEMPIO6.9

Si immagini che l'ufficio amministrativo di un’azienda meetca disponga della
v.s. X = {numero di ore di straordinarjo effettuate nell'ultimo mese dai sudi
addetti al settore montaggio, con insieme dei dati indiziidu

{-i'a}ozzl ..... 24 :{107 107 117374787779797 167 197 187
9,2,3,2,12,13,15,12,14,8,6,7}

Volendo determinare I'importo medio mensile e il rispeitscarto quadratico medio
della paga de24 dipendenti, sara sufficiente, sapendo che la paga bast)e duro
mensili e che un’ora di straodinario viene pagziauro, calcolare media e varianza
della trasformatd” = 800 + 25 X . Ricordando ch&’[Y] = 800 + 25 E[X] e, per
la proprieta appena dimostratd[Y’] = 252 V[X], avremo:

E[Y] = 800 + 259.458 = 1036.458
VY] = 25% 22.498 = 14672.78

e dunque lo scarto quadratico medio ricercato sara piexl 43 euro.
<

Concludiamo questo paragrafo sulla varianza di una v.sneladio il procedimento di
Standardizzazionehe puo talvolta tornare utile nello studio di variabitsstiche. A tal
proposito, valga la seguente
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Proprieta 6.5data una v.s.X con valor medioux e varianzas%, la trasformazione
lineare:

7 - X —px (6.9)

ox
fornisce una variabile statistica con media nulla e vadamzitaria, per cut' [Z] = 0 e
ViZ]=1.
<

Dimostrazione: é sufficiente applicare le proprieta degli operatbri-| e V' [-] alla
. 1
trasformata linerarg = — x — XX,
ox ox 0

> ESEMPI06.10

La tabella che segue riporta la distribuzione di frequerssmlate, con dati raccolti
in classi di modulo costante, della variabile statistica

Classiv.s.X | n;
143 )
345 10
547 20
749 5

Se consideriamo la v.s. standardizzata= a;(l (X — px), per essa, in base alla
proprieta (6.5), sih&[Z] =0eV[Z] = 1.

Se si osservano gli istogrammi delle v.& e Z riportati in figura (6.4), appare
evidente come la standardizzazione non solo effettui wsatzione di locazione
della v.s. X (ux = 5.25 — 0 = puyz), ma altresi una trasformazione di scala
(0% =2.9375 — 1 =0%).

Cio e dovuto all’effetto che la standardizzazione haesualbssi. Queste, pur man-
tenendosi a modulo costante, mutano di ampiezza, ad esdanggaonda classe in
termini di trasformataZ corrisponde all'intervallo:

3—95.25 5-5.25
1.7139 7 1.7139

= [~1.3128; —0.1459)]
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Figura 6.4 Istogrammi delle v.sC e Z = o' (X — ux), esempio 6.10.

6.5. LA DISEGUAGLIANZA DI TCHEBYCHEV

Nello studio di una variabile statistica, il ricorso al viadamedio ed alla varianza per
sintetizzarne in due soli numeri il comportamento puo essequalche modo giustificato
dall’'esistenza di una celebre diseguaglianza, appurds&guaglianza di Tchebychev
Prima di proporre I'enunciato del teorema, consideriamseemplice esempio. Siimma-
gini che, data una v.sX definita a partire da un collettiv@, ci si ponga il problema di
calcolare quante sono le unita statistichein corrispondenza alle quali la v.s. in esame
assume valori appartenenti ad un intervallo di interessesampio I'intervallo simmetri-
co attorno al valor mediQuy — kox; ux + kox|, conk > 0. Possedendo l'insieme dei
dati individuali, o perlomeno la distribuzione di frequendella v.s. in esame il problema
sarebbe di facile soluzione risolvendosi in un semplicgeuyio e in cio potrebbe essere
di ausilio il ricorso alla funzione di ripartizione. Vicesga, non disponendo, come a volte
capita, che dei due valori di sintegk e o, il problema parrebbe insolubile. Con la
diseguaglianza di Tchebychey, tuttavia, € possibileviddiare una soglia inferiore per la
proporzione di unita statistiche che appartengono adifirallo e cio indipendentemente
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dalla conoscenza della distribuzione in esame.

Teorema 6.1 (Diseguaglianza di Tchebychev)

Data una generica v.sX con valore mediq.x e varianzar3,, qualunque sia la forma
della sua distribuzione, la proporzione di unita statfei per cuiX (w,,) risulta esterno
all'intervallo [ux — k ox; ux + k ox] € non maggiore di~2, conk € R*. In simboli:

Nufw : |X (wa) = px| > k-ox} _ 1 (6.10)

Nu(Q) = %2

Figura 6.5 Partizione di per la dimostrazione della diseguaglianza di Tchebycev.

Dimostrazione: per la dimostrazione il trucco consiste nel maggiorare taauaa della

v.s. X. A tal fine si individua una partizione del colletti¢din due sottoinsiemi e si nota
che la varianza € sempre maggiore (o al piu uguale) allaantegyli scarti al quadrato dei
valori assunti dalle unita statistiche che appartengahare solo dei due insiemi della
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partizione. Dal un punto di vista formale, definiamo i satgxéemi:

A= {wn: |X(wa) — px| > k- ox}
A= {wn: X (wa) — px| < k- ox)

e osserviamo (cfr. figura 6.5) chke costituito da tutti gli elementi,, in corrispondenza
ai quali la v.s.X assume determinazioni esterne all'intervall@ — kox; ux + k ox].
Vista la partizione indotta sf2 dagli insiemiA e A, la varianza diX pu0 essere scritta
guale somma di due addendi e precisamente:

=0 Y (X (wa) — px)? =

wa €N
=n ' > (X (wa) —px)?+ 07" D (X (wa) — px)? (6.11)
wa €A wa €A

Essendo i due addenti che compongono la (6.11) quantitinegative, la varianza sara
certamente maggiore (o al piu uguale) ad uno solo dei dueoedando la definizione
dell'insiemeA, segue pertanto che:

ox>nt Y (X (wa) —px)* 20t Y K0k (6.12)
wa €A wa €A

Prima di procedere, osserviamo che, con la notazione amradmita, la tesi (6.10) puo
essere riscritta come:

Nu(A) < 1

n k2
Riprendendo ora la (6.12) ed osservando che:
Z K -o% =k o% Z 1=k 0% Nu(A)
wa €A wa €A

risultera, a prova della (6.10):

Nu(A Nu(A
0% > k2 0% u(A) N u()g

1
n n k2
]

Da un punto di vista applicativo, la sola conoscenzasde dio y ci consente, ad esempio,
di affermare che all'esterno dell'intervallpx — kox; ux + kox]:
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* cade non piu de25% delle frequenze se poniano= 2;

* cade non piu del1% delle frequenze se ponianio= 3.

Se la diseguaglianza di Tchebychev e stata dimostrataysumguek reale positivo,
da un punto di vista operativo solo alcuni valoriidhanno utilizzo. Cosi ad esempio
ponendok = 1 la diseguaglianza portera ad affermare che non pit @&l delle unita
statistiche assume valori esterni all'intervdllo; — o x; ux + ox|; tale affermazione, pur
essendo corretta, non apporta alcuna utile informazione.

Prima di passare ad alcune applicazioni, osserviamo chisdguhglianza di Tchebychev
porge informazioni anche circa le unita che assumono valbinterno dell’'intervallo.
Infatti dalla (6.10) segue che, qualunque sia la forma didfaibuzione di una v.s, la pro-
porzione di unita statistiche appartenenti all'intelvdl.x — &k o x; ux +k ox] € maggiore
dil— k2.

> ESEMPIO6.11

Sia X una variabile statistica comy = 50 e ox = 1, definita su un collettivo di
n = 72 unitd. Se poniamo ad esempio= 1.2, dalla diseguaglianza di Tcheby-
chev segue che non piti @ - 1.272 = 50 unita cadono all’esterno dellintervallo
[48.8;51.2], cioé non piu deb9.44% delle unita del colletivo assumo valori esterni
a tale intervallo. Ne consegue che per pi2iunita osserveremo valori interni.
Con i soli due parametri, media e scarto quadratico medisciamo a ottenere in-
formazioni sulla distribuzione delle unita statisticlgpetto alla variabile in esame.
Tuttavia I'informazione fornitaci dalla diseguaglianzard¢hebychev non ci consen-
te di conoscere come la proporzione di unita statistichermas all'intervallo sia in
realta ripartita nelle code della distribuizione. In figu6.6) sono proposte quat-
tro diverse ipotetiche situazioni che si accordano tutte icparametrizy = 50
eox = 1 e per le quali notiamo che l'area dell'istogramma estertimtarvallo
[48.8;51.2] € non maggiore de}9.44% dell’area totale. Si pud notare che solo nei
casi (a) e (d) I'area esterna all'intervallo di Tchebycleegquamente ripartita nelle
due code; cid non accade nelle situazioni (b) e (c) dovedibiuzione ¢ ipotizzata
non essere simmetrica.

<

> ESEMPIO6.12

SiaX unav.s. conuy = 34.42 e ox = 18.54, definita su un collettivo dir = 24
unita statistiche. Desiderando conoscere qual’e il mordelle unita statistiche che
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Figura 6.6 Intervallo di Tchebychev e distribuzioni a confilo, esempio 6.11.

assumono valori interni all'intervallo simmetrico rispetilla media[11.25; 57.59]
possiamo, non disponendo dei dati individuali, ricorrél@ diseguaglianza di Tche-
bychev. Nel caso in esame, essendo + kox = 57.59, otteniamok = 1.25; il
numero ricercato sara maggiore(di— k~2) n = 8.64, ovvero9 unita.

Siimmagini, ora, che i dati individuali della v.& in esame siano i seguenti:

{Zata=1,..24 ={34.05,39.69, 38.21, 32.20, 33.72, 40.52, 47.69, 47.35,
55.00,1.36, 14.56, 13.29, 10.43, 20.50, 22.71, 26.37,
59.31, 56.83, 65.46, 68.89, 22.53, 31.00, 41.89, 2.59 }
Un semplice conteggio ci consente di asserire che le unitiatice che assumo valori

entro l'intervallo [11.25; 57.59] sono esattamentss e cio € in accordo con quanto
affermato dalla diseguaglianza di Tchebychev.

127
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Figura 6.7 Intervallo di Tchebychev e dati individuali, egeo 6.12.

Alla stessa soluzione saremmo giunti analizzando i grafapgsti in figura (6.7).
<

INDICI DI VARIABILIT A RELATIVI

Le misure di variabilita presentate nei precedenti pafagmanno la prerogativa di assu-
mere valore nullo qualora il fenomeno in esame non presanighilita e valori via via
maggiori al crescere di questa.

A volte puo interessare effettuare il confronto fra misdirgariabilita:

* riferentesi a due diversi caratteri che sono stati rilewadiante differenti unita di

misura. Si pensi, ad esempio, di voler stabilire, con mfemto ad un medesimo
collettivo statistico, se la variabilpesopresenti maggiore variabilita della varia-
bile statura la non omogeneita delle due unita di misura adottate digoe un
confronto diretto;
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* di uno stesso fenomeno rilevato su due o piu distinti ciliettatistici. Si immagi-
ni, ad esempio, di voler verificare sd reddito dei lavoratori autonongiresenti la
stessa variabilita deedditi dei lavoratori dipendentfunita di misura € in questo
caso la stessa ma la misura di variabilita, essendo lefjaiedene di grandezza
dei valori assunti dalle due variabili, potrebbe non espamagonabile in ermini
assoluti.

Per tali motivi le misure di variabilita precedentememtieadotte si rivelano a volte inade-
guate, donde la necessita di ricorrere a particolari nuadémensionali detti abitualmente
indici relativi di variabilita

Con riferimento ad una v.sY con distribuzione di frequenzer;, n;},_, ., dal punto di
vista applicativo gli indici relativi di variabilita pifrequentemente imbiégati sSono:

* 'ampiezza dell'intervallo di escursione rapportato dbva minimo oppure al mas-
simo od ancora alla media aritmetica, cioé:
T — T T — I T — I

x1 Tk tx

* la differenza interquartile rapportata al primo quartifgpare al terzo quartile od
ancora alla mediana, cioe:

Zo.75 — X0.25 Zo.75 — L0.25 Zo.75 — L0.25

Z0.25 L0.75 L0.50

* lo scarto quadratico medio rapportato alla media aritragtioe:

g

o (6.13)
Hx

L'indice relativo proposto in (6.13), di impiego frequentéene generalmente detto
coefficiente di variazione

* la differenza media assoluta, con o senza ripetizione oragia alla media aritme-
tica, cioe:

AR A

Hx 125
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> ESEMPIO06.13

Capitolo 6. Misure di variabilita

Siimmagini di avere rilevato su di un collettivorsi= 20 individui di sesso maschile
e di eta compresa &0 e 35 anni i caratteristaturan centimetri goesan chilogram-
mi, e che tale operazione abbia dato luogo ad altrettanteXvesY rispettivamente,

con valori individuali:

-i'a gOé -i'a gOé i.Oé gOé
175.4 76.63| 154.7 65.14| 156.8 73.03
160.3 55.50 170.4 63.42] 186.0 90.41
168.9 76.71 174.5 75.25 176.0 64.74
1727 90.91 170.7 75.99 177.4 78.95
171.8 73.87| 159.8 62.76| 153.6 85.45
165.7 76.34| 175.3 71.37| 166.5 72.35
180.5 83.76| 182.3 78.12

Effettuati alcuni semplici calcoli, per esse otteniamoguemti risultati di sintesi:

pX =

Tmaxr — Tmin =

ox =

Z0o.75 — 20.25 =

Apx =

169.9
32.0
8.8
10.8
10.1

ny =

Ymazx — Ymin =
oy —

Yo.75 — Yo0.25 =
ARy =

74.53
35.40
8.94
8.49
10.00

Il confronto diretto tra le misure proposte, che indurreleb@neamente a ritenere
che le v.s.X eY abbiano pressapoco ugual varibilita, non & correttoreksgueste
espresse in unita di misura diverse. Se ricorriamo agicimdlativi:

(xmam - xmm)/xmzn =

ox/pux =

Zo.75 — x0.25/550.50 =

Apx/px =

0.21
0.05
0.06
0.06

(ymam - ymm)/ymm = 0.64

oy /[y = 0.12
Yo.75 — Y0.25/Y0.50 = 0.11
ARypy = 0.13

possiamo affermare che la distribuzione del peso deglviddii censiti presenta

variabilita all'incirca doppia rispetto a quella dellattra.

6.7. IL FOGLIO ELETTRONICO

<

Consideriamo la variabile statisti@ni dalla laurealel solito file university.sxc e
vediamo come calcolare la varianza con il foglio elettronic
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Figura 6.8 Calcolo della varianza per la \asini dalla laurea

In figura (6.8) nelle cell&k9 e K10 osserviamo la varianza calcolata rispettivamente a
partire dalla distribuzione di frequenze e dai dati indiad.
Il valore1.11, che compare nella cell9 e stato calcolato usando la forma della varianza

VI[X] = B[X?] - (E[X])?

ed ¢ il risultato della formula in essa inserite8/H8-(K8/H8) 2

Nella cellaL8 abbiamo inserito la funzioreSOMMA(L4:L7) , nella cellak8 abbiamo
inserito la funzioneeSOMMA(K4:K7) e inH8 vi e la funzione=SOMMA(H4:H7).
Lintervallo di celle L4:L7 , ci & utile per calcolare I&[X?] e contiene i prodotti del
guadrato di ciscuna modalita per la frequenza assolutacia$a, ottenuti, ad esempio
per la cellaL4 inserendo la formulaeG4°2 * H4. Mentre lintervallo di celleK4:K7
contiene i prodotti di ciscuna modalita per la frequenzsohga associata, ottenuti, ad
esempio per la cell€4 inserendo la faormulaG4* H4 gia utilizzatia per il calcolo della
media aritmetica nel precedente capitolo.

Il valore1.11, che compare nella cell§l0 ¢ il valore della varianza calcolata a partire dai
dati individuali ed e il risultato della funzione di Operfioé =VAR.POP(D2:D1101) .
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In questo caso, ovviamente, i due risultati coincidono etéenza puo essere indifferern-
temente calcolata in entrambi i modi.

Si noti che OpenOffice fornisce anche la funzidfeR( ) che calcola lavarianza cam-
pionariae non deve essere confusa 60RR.POP( ), da noi utilizzata.

6.8. ESERCIZI

> ESERCIZIO 6.1

SianoX eY due variabili statistiche con insiemi dei dati individuaipettivamente

{-i'a}ozzl,...,QO - {87 67 57 47 97 67 37 47 57 77 87 97 67 57 87 77 67 67 57 6}
{ga}ail,...,ZO = {87 57 47 57 27 37 47 77 57 47 37 67 77 87 57 47 77 67 57 5}

Costruiti i diagrammi a scatola e baffi per ciascuna varagthtistica, se ne valuti la
variabilita.
<

> ESERCIZIO 6.2

La tabella che segue riporta la distribuzione di frequeope, dati opportunamente
raccolti in classi, delle variabili statistich® e Y che rappresentano rispettivamente
gliimporti in euro delle fatture emesse da due societautttha settimana di ottobre

2004
v.s. X || vs.Y
Classi di Importo| n; n;
0 A 200 15 25
200 - 300 35 50
300 H 400 50 15
400 1000 60 40

Valutare la variabilita di ciascuna variabile statistazan la misura che si ritiene pit
opportuna.
Quale variabile statistica presenta maggiore varialilit®
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> ESERCIZIO 6.3
Sia X una variabile statistica con insieme dei dati individuali
{Za}a=1. 12 = {120,125,115,112,110,116, 123,121, 127,114,118, 121}

Calcolare media e varianza delle trasformate lineari

Y = X — 1185 _ X 1185
25.25

> ESERCIZIO 6.4

Si supponga che per la v.X = {litri di miscela erogati settimanalmenterileva-
ta su un collettivo costituito dali2 distributori di un comune, si abbia il seguente
insieme dei dati individuali

{Fataz1,..12 = {92,105,87,102, 110,97, 85, 100, 115, 101, 80, 72}

Calcolare la differenza interquatrtile, la differenza naeaésoluta e lo scarto quadra-

tico medio.
<

> ESERCIZIO 6.5

Un revisore contabile esamina le pratiche di pagamentstdinifettuati da una com-
pagnia di assicurazione nel settore R.C. auto, e sottopoespmnsabile dell’'agenzia
a cui fanno capo i clienti rimborsati, la seguente distriboe di frequenze per la v.s.
X = {importo liquidatd, in migliaia di euro:

Classi di Importo| n;
0o - 4 1850
4 A 6 2500
6 4 10 1200
10 4 40 950

Calcolare la differenza interquartile nonché la varia@a scarto quadratico medio.
Indicare, infine, il numero di pratiche di pagamento il cupnto rientra nell'inter-

vallo [ux — ox; ux + ox|.
]
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> ESERCIZIO 6.6

Con riferimento alla variabile statisticX, di cui all'esercizio 6.5, calcolarne la
differenza media assoluta senza ripetizione.

<

> ESERCIZIO 6.7

Di una variabile statistic&’, rilevata su un collettivo dir = 1200 unita, sono noti
px = 200 e 3 = 169. Indicare il limite inferiore per il numero di unita statiche
che assumono valori interni all'interval(@80.5; 219.5].

<

> ESERCIZIO 6.8

Con riferimento alla variabile statisticd di cui all'esercizio 6.7, indicare qual’é
l'intervallo, simmetrico rispetto al valor medio, all'esho del quale rientra al piu il
64% delle unita del collettivo.

<



CAPITOLO 7/

STUDIO CONGIUNTO DI DUE CARATTERI

In questo capitolo, che introduce allo studio congiuntoud daratteri, sono ini-
zialmente definte le mutabili e le variabili statistiche diate e sono descritti
i passi necessari alla determinazione delle loro distidmizzongiunte e mar-
ginali. Delle variabili statistiche condizionate si in@iuano le distribuzioni di
frequenze e si definiscono media e varianza. Per la varitatestica doppia si
analizzano le proprieta della covarianza e si introduceolabinazione lineare
delle sue componenti.

7.1. MUTABILI E VARIABILI STATISTICHE BIVARIATE

| metodi di analisi sino ad ora proposti hanno coinvolto rilta variabili statistiche
univariate. Ora ci occuperemo dello studio congiunto di damatteri simultaneamente
rilevati sulle unita di un generico colletivo statistico.

Con riferimento, dunque, ad un collettivo statistiecaconsideriamo due caratteri a cui,
una volta definite le opportune scale di misura, vengonoceasgli insiemi delle moda-
lita M, ed M, rispettivamente. Per lo studio congiunto dei due carasa necessario
considerare il prodotto cartesiané, x M, formato da tutte le possibili coppie di elementi
di M, ed M.

> ESEMPIOTY.1

Volendo indagare circa gli infortuni sul lavoro accadutilfimo anno in una azienda
metalmeccanica si pensi di voler indagare circa i legarteesitra il turno in cui si &
verificato I'infortunio e la natura della lesione. Con rifeento al collettivo statistico
formato dall'insieme di tutti gli infortuni avvenuti corggriamo il carattergéurnoe
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il caratterenatura della lesioneon insiemi delle modalita rispettivamente

M; = {Mattino, Pomeriggio, Notte= {1°,2°,3°}
M, = {Ferita, Distorsione, Frattura, Corpo Estraheo
— {FE, DI, FR, CB

Il prodotto cartesiano di questi due insiemi sara un insieostituito dallel2 possi-
bili coppie di attributi, e piu precisamnete:
My, x My ={(1°;FE), (1°;Dl), (1°; FR), (1°; CE),
(2°;FE), (2°;DI), (2°; FR), (2°; CE),
(3% FE), (3% DI), (3% FR), (3°; CE)}

<

L'esempio precedente riguarda la costruzione dell'inggmodotto cartesiano dei due
insiemi di modalita di caratteri entrambi qualitativi gtemme abbiamo visto, risulta un
insieme finito formato da coppie di attributi. Nel caso in oab dei due caratteri sia di
tipo quantitativo il prodotto cartesiano sara formato dpgie miste di attributo e nume-
ro e potra avere numerosita finita o infinita in accordo c@matura dell'insieme delle
modalita del carattere quantitativo considerato. Quadmtrambi i caratteri siano di tipo
quantitativo il prodotto cartesiano dei loro insiemi di natith sara formato da coppie di
numeri e potra essere finito o infinito.

> ESEMPIOT.2

Si consideri il collettivo statistico formato dalle bollé atcompagnamento emesse
nel mese di dicembre da una ditta produttrice di eletrodtiniesil quale si vogliano
rilevare il luogo di spediziongl numero di collispediti e ilpesadella merce spedita.
Se gli insiemi di modalita dei precedenti caratteri sono:

* M, = {ltalia, Europa, Extra Euroga= {It, Eu, EE}

*x My ={1,2,...,40}

* Mz = [10;500] kg.
l'insieme M7 x M> € finito ed e formato da - 40 = 120 coppie miste di attributo
e numero, e ciod/; x My, = {(It;1),(It;2),...,(EE40)}. Mentre gli insiemi

My x M3 e M, x Ms, formati rispettivamente da coppie miste attributo e nuneer
da coppie di numeri, hanno entrambi numerosita infinita.

<
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Procedendo alla rilevazione congiunta dei due carattedigscuna unita statistica, si
individua una corrispondenza tra collettivo statistite I'insiemeM; x M, delle coppie
di modalita. In analogia con quanto esposto nel caso uaigaisiamo in grado di dare la
seguente

Definizione 7.1 (Mutabile e variabile statistica bivarata)
I'applicazione che associa a ciascuna unijtadel collettivo$) uno ed uno solo elemento
dell’insiemeM, x M, viene detta:

— mutabile statistica bivariata, e indicata ¢oh B), se gli elementi dM, e M, sono
attributi;

— variabile statistica mista, e indicata doh, Y'), se gli elementi dM, sono attributi
e M, é costituito da elementi i ;

— variabile statistica bivariata, e indicata c@X,Y'), se gli insiemiM,; e M, sono
costituiti da elementi dr.

0
La rilevazione congiunta dei due caratteri sulle unitaatglettivo statistico dara luogo
ad un insieme di coppie di modalita che, analogamente a gawariato, verra detto
insieme dei dati individualiPiu precisamente tale insieme verra indicato in simboli
* per la mutabile statistica bivariata
{(A, B)(wa)Ya=1...n = {(da;ba) az1...n (7.1)
* per la variabile statistica mista
{(A,Y)(wa)}a=1,..n = {(@a; Ta) }a=1,..n (7.2)
* per la variabile statistica bivariata

{(Xv Y)(wa)}ail,---,n = {(‘%a; ga)}azl,...,n (73)

> ESEMPIOT.3

Con riferimento ai caratteri definiti nel’esempio (7.1)pponiamo che gli infortuni
nell’anno siano statih = 10. Rilevando per ciascun infortunio flirnoin cui esso
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€ occorso e laatura della lesionsi disporra di una mutabile statististica bivariata
(A, B) con insieme dei dati individuali:

{(da§ Ba)}a=1,...,10 = {(205 CE)7 (10; FE)7 (30; CE)? (205 Dl)v (305 FE)>
(2°;DI), (3% CE), (1°; FR), (3°; CE), (1°; FE)}

Ipotizzando che il collettivo statistico delle bolle di acespagnamento dell’esempio
(7.2) sia anche esso formatoda= 10 unita statistiche, rilevando congiuntamente il
luogo di spedizione il numero di collispediti si disporra di una variabile statistica
mista(A,Y") con insieme dei dati individuali:

{(da§ ga)}a=1,...,10 = {(EU; 35)7 (It; 10)7 (EU; 23)7 (It; 18)7 (EU; 18)>
(Eu; 23), (It; 10), (Eu; 23), (Eu; 18), (Eu; 23)}

Sempre sul medesimo collettivo statistico déllebolle di accompagnamento la rile-
vazione congiunta dei caratteriimero di collie pesadella merce spedita dara luogo
alla variabile statistica bivariataX, Y) con insieme dei dati individuali:

{(Za; Ja)ta=1,..,10 = {(35;450), (10; 103), (23; 252), (18; 124), (18; 287),
(23;345), (10;80), (23; 462), (18; 235), (23; 425)}

Si noti che gli insiemi dei dati individuali delle mutabili @elle variabili doppie

qui definite non necessariamente contengono tutti gli ehéindei rispettivi insiemi

prodotto cartesiano e sicuramente cosi sara sempre yemiddili statistiche miste o
le variabili doppie con codominio un insieme infinito.

<

Come sempre, gliinsiemi dei dati individuali contengonibetle informazioni circa i due
caratteri congiuntamente rilevati. Per visualizzareetichmente I'informazione in essi
contenuta, ricorriamo alldistribuzione di frequenze congiunte

7.2.

DISTRIBUZIONE DI FREQUENZE CONGIUNTE

In questo paragrafo ripercorriamo i quattro passi necealbandividuazione della distri-
buzione di frequenze congiunte.

Per semplicita di esposizione, faremo riferimento unieate ad una variabile statistica
mista(A,Y’), ma la procedura puod essere estesa senza alcuna difileltautabili ed
alle variabili statistiche doppie.
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Con riferimento, dunque, ad una variabile statistica mistaY’) con insieme dei dati
individuali {(Ga; ¥a) fa=1....n, il primo passo sara quello di individuare il corrispontien
insieme delle modalita distinte. A tal fine consideriamai¢dnsiemi:

{aiticy = {00}

{yj}j:L,,,,s ={y1,- ., yst

costituiti rispettivamente dagh < n e daglis < n elementi distinti(posti in ordi-
ne crescente se possibile) presenti fralee 3, che compaiono nell'insieme dei dati
individuali.
Il loro prodotto cartesiano fornisce l'insieme

7j=1,...,s
che costituisce l'insieme dellemodalita distintedella variabile statistica mistgd,Y) e

fornisce informazioni su quali e quanti siano i valori distche essa assume nell’insieme
Ml X Mz.

> ESEMPIOTY.4

Con riferimento all'esempio (7.3) consideriamo l'insiemiel dati individuali del-
la variabile statistica mistéA,Y) = {luogo di spedizione, numero di cdlli che
ricordiamo essere

{(da§ ga)}a=1,...,10 = {(EU; 35)7 (It; 10)7 (EU; 23)7 (It; 18)7 (EU; 18)>
(Eu; 23), (It; 10), (Eu; 23), (Eu; 18), (Eu; 23) }

scorrendo le componenti delle coppie che lo compongoneithdamo gli insiemi:

{aitiy, ={LEUW}  {y;},_, ,={10,18,23,35}

e costruiamo l'insieme dellsodalita distintedella variabile statistica misted, Y")
facendo il loro prodotto cartesiano, cioe:

{(ai;yj)}z‘ig = {(It;10), (It; 18), (It; 23), (It; 35),

3y

(Eu; 10), (Eu; 18), (Eu; 23), (Eu; 35)}
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Figura 7.1 | sottoinsienti;;, esempio 7.4.

Il secondo passo consiste nell'individuare nel colletstatistico i sottoinsiemi i cui ele-
menti sono associati dall'applicazio(g, Y) alla medesima modalit@;; y,). A tal fine
consideriamo gli insiem§2;; (cfr. figura 7.1) costituiti dalle controimmagini di; v;)
nell'applicaziong A,Y)(-)ecioévi=1,...,revVj=1,... s

Qj =A{wa : (A, Y)(wa) = (a;;y5) } (7.5)

tali insiemi sono formati dalle unita, del collettivo che presentano contemporaneamente
la modalitaa; della mutabiled e la modalitay; della variabileY” e formano, palesemente,
una partizione di2.

> ESEMPIOT.5

Riprendiamo la v.s. mistaA,Y) = {luogo di spedizione, numero di cdllil cui
insieme dei dati individuali & stato individuato nell'esgio (7.4) ed & formato da
2 -4 = 8 coppie miste. Determiniamo dunque §lsottoinsiemif2;; che risultano
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essere:

oy

Qo

Qo3

oy

{wOé : (A,Y)(wa) = (a1§y1)} = {wa :

{w2,wr}

{wa : (A, Y)(wa) = (a1;92)} = {wa :

{wa}

{wa : (A, Y)(wa) = (a1;93)} = {wa :

0

{wa : (A, Y)(wa) = (a1;94)} = {wa :

0

{wa : (A, Y)(wa) = (a2;91)} = {wa :

0

{wa : (A, Y)(wa) = (a2;92)} = {wa :

{ws,wo}

{wa : (A, Y)(wa) = (a2;93)} = {wa :

{ws, we, ws, w10}

{wa : (A, Y)(wa) = (a2;y4)} = {wa :

{w1}

141

(4,Y)(wa) = (It;10)} =
(A, Y)(wa) = (I 18)} =
(A, Y)(wa) = (1t;23)} =
(A, Y)(wa) = (It;35)} =
(4,Y)(wa) = (Eu; 10)} =
(4,Y)(wa) = (EU; 18)} =
(4,Y)(wa) = (EW;23)} =

(A’Y)(Wa) = (EU; 35)} =

Come possiamo notare, anche osservando la figura (7.1pirsmi ora definiti
sono disgiunti, formano una partizioneSdied alcuni di essi sono vuoti.

<

Osservando che gli elementi@j; sono tutte e sole le unita statistiche che presentano la
modalita(a;; y,;), compiamo il terzo passo definendo la sua numerosita cosgedénza
assoluta congiunta.

Definizione 7.2 (Frequenza congiunta assoluta)
Qualsiasi siano=1,...,rej =1,..., s definiamo frequenza assoluta congiunta asso-
ciata alla modalitaa;; y;) della variabile statistica mista, Y") il numeron,; di elementi

dellinsieme);;, cioen;; = Nu{;;}.

O

Come di consueto, il rapporth; = = verra dettdrequenza relativa congiunéssociata
alla modalita(a;; y,) della variabile statistica mist&d, Y').
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Il Quarto ed ultimo passo consiste nel sintetizzare l'infazione contenuta nell’insieme
dei dati individuali per mezzo della distribuzione di fremze congiunte definita come
segue.

Definizione 7.3 (Distribuzione di frequenze congiunte)
Con riferimento ad una generica variabile statistica niidta”), definiamo distribuzione
di frequenze assolute congiunte l'insieme di coppie

{((ai;y)); nij)}i;ll,...,r (7.6)
J=1,...,8
e,in modo del tutto equivalente, distribuzione di frequeredative congiunte l'insieme di
coppie

(@555 fi) bzt 7.7)

Jj=1,..,8

0

E abitudine presentare la distribuzione di frequenze eongicon la seguente tabella,
anche dettdabella a doppia entratAd esempio nel caso di frequenze assolute congiunte:

ALY = |y 0y o s
ax ny -0 Nig -0 Nis
a; L N L A O
Qr Nygp oo Nypj o Nys

> ESEMPIOTY.6

Contiamo gli elemeni degli insienfil;; individuati nel’esempio (7.5) per la variabile
statistica mistd A, Y') = {luogo di spedizione, numero di cdlle determiniamo le
frequenze assolute congiunte associate all&8snedalita distinte, cié:

ni = 2, nig = 1, niz =0, nis =0,

ng1 = 0, ngg = 2, nog = 4, nog = 1.

Associando a queste ultime le rispettive modalita otraoida distribuzione di fre-
quenze assolute congiunte della variabile statisticaamittY”) che rappresentiamo
in forma tabellare come segue
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ALY = [41=10 y2=18 y3=23 ys=235

a; =1t 2 1 0 0
a; = Eu 0 2 4 1

Dalla tabella ricaviamo, ad esempio, che sono due le bobeddmpagnamento che
riguardano dieci colli spediti in Italia mentre quelle spedn Europa riguardanti 23
colli sono quattro.

<

Si invita il Lettore a determinare la distribuzione di fremze congiunte della muta-
bile statistica doppidA, B) = {turno, natura della lesiofiee della variabile statistica
doppia(X,Y) = {numero di colli, pespi cui insiemi di dati individuali sono riportati
nell’esempio (7.3).

7.3. DISTRIBUZIONI MARGINALI E CONDIZIONATE

Disponendo della disribuzione di frequenze congiunte @ variabile statistica mista
(A,Y) e possibile ricavare la distribuzione di frequenze dellgahile statistica univariata
A e quella della variabile statistica univaridta cosi come sono state definite nel terzo
capitolo.

L'insieme delle modalita distinte assunte dalla compoaems.A e, per quanto gia visto,
I'insieme {a;};=1,.., mentre quello della componente vE.é {y,};-1,. s. Quanto alle
frequenze assolute associabili a ciascuna modalita dei&éomponenti, ricordandone la
definizione, dovremmo individuare il numero di unita stithe che posseggono tali mo-
dalita. In altri termini per la mutabile statistichdobbiamo individuare la numerosita di
ciascuno degli insienti; (coni = 1, ..., r) contenenti le unita statistiche che assumono
modalitaa;, cioe:

Q; ={wa : Alwy) = a;}

Tali insiemi sono ricavabili, qualunque siadall’'unione, al variare dj dal a s, dei
sottoisiemi(2;; definiti dall'equazione (7.5), infatti si ha:

j=1

Per visualizzare il significato dell’'unione qui sopra deirsi consideri nuovamente la
figura (7.1) e si osservi che, per I'esempio a cui essa sisdey le modalita distinte della
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mutabile A sono due e i sottoinsierfil; = U;*:lQlj ey = U?Zlﬁzj contengono tutte e
sole le unita statistiche che assumono modalita rispettentez; = It e a; = Eu.

La frequenza assoluta associabile a ciscuna modaldalla componentel corrisponde
per definizione al numero di elementi(j, pertanto dalla relazione (7.8) ricaviamo che:

ni = Nu{:} = > Nu{Qy} = ny
j=1 j=1

Cio premesso, possiamo ricavare le frequenze assolatesociate alle modalita della
componentel di una variabile statistica mistal, Y') dalla sua distribuzione di frequenze
congiunte sommando rispetto all'indigde frequenze;;.

Ragionando in modo analogo, le frequenze assolutessociate alle modalitg; della
component&” possono essere ricavate dalla distribuzione di frequeorgignte som-
mando rispetto all'indice le frequenze;;.

E prassi comune aggiungere un’ultima colonna a margina tithella della distribuzione
di frequenze congiunte contenente la somma delle frequéirzascuna riga e un’ultima
riga a margine con la somma delle frequenze di ciascunacajawosi da avere:

ALY =y oy s
a1 Ny -+ Ny - MNis | N1
Q; Ny oo Ny oo Nys | Ny
Qr Nr1 e nrj e Nys Ny
ng o0 NG oo N | N

ove

s
j=1
r
nj=mn;= E i
=1
r s r s
=1 j=1

i=1 j=1

La notazionen;. sta ad indicare che tale frequenza e stata ottenuta sonomiapeétto al-
I'indice j tutte le frequenze congiuntg; corrispondenti alla-esima modalita dd. Cosi
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pern.; la somma e stata fatta sommando rispetto all'inditete le frequenze congiunte
n;; corrispondenti allgj-esima modalita d”. Naturalmente:.. corrisponde alla som-
ma di tutte le frequenze congiuntg; e rappresenta dunque la numerosita del collettivo
statistico.

In tal modo, leggendo congiuntamente la prima e l'ultimaool a margine della tabella
si ha la distribuzione di frequenze assolute della m.s. ari@ta A mentre dalla prima e
dall'ultima riga a margine della tabella si ha la distribuee di frequenze assolute della
V.S. univariatay”; che risultano essere rispettivamente:

-----

Yy = Yj _ Yy oo Yi oo Ys
n.; G=1,.5 ny ... Ny ... Ny

-----

Le distribuzioni univariate delle due componenti vengonohee dettelistribuzioni mar-
ginaliproprio perché scritte a margine della tabella.

> ESEMPIOT.7

La variabile statistica mistg4, Y') = {tipo di pagamento, numero di ordini anrjui
rilevata su un collettivo statisitico formato @d4 clienti di una azienda che vende
per corrispondenza possiede la seguente distribuziomegliénze congiunte:

AlY — y1=3 y2=4 ys=5 ys=6
a1 = contrassegno 44 25 18 6
ao = carta di credito] 12 21 57 61

Osservando che

4
ni.=» nyj =44+ 25+18+6 = 93

j=1

4

ng. =Y mgj =12+ 21 + 57 4 61 = 151
j=1



146 Capitolo 7. Studio congiunto di due caratteri

e che

2 2
ni=Y ng=44+12=56, ny=» ng=25+21=146
=1 i=1

2 2
n.3:2ni3:18+57:75, n.4:2ni4:6+61:67
i=1 i=1

aggiungiamo queste frequenze marginali alla tabella dédtaibuzione di frequenze

congiunte
ALY — y1=3 y2=4 ys=5 ys=6
a1 = contrassegno 44 25 18 6 93
ap = carta di credito] 12 21 57 61 151
56 46 75 67 244

dalla quale ricaviamo le distribuzioni marginali delle digmponenti, cioé:

e __ Jcontrassegno carta di credito
TS, 93 151

SRR
nifi .4 56 46 75 67

-----

<

A ben vedere, disponendo della distribuzione di frequepngicinte di una variabile stati-
stica mista, e possibile studiare il comportamento delketkie componentl eY rispetto
a sottoinsiemi del collettive). Puo infatti essere interessante verificare il comportame
di una delle due componenti univariate, ad esempio lay, ¢ riferimento alle sole unita
statistiche che assumono una determinata modalita lelleomponente. Si tratta, piu
precisamente, di individuare @istribuzione di frequenze della v.¥. condizionata alla
modalitaa; della m.s.A.

Definizione 7.4 (Variabile statistica condizionata)

data una variabile statistica migta, Y'), definita d&) a M, x M, e scelta una qualunque
modalita distintan; di A, definiamo variabile statisticd condizionata ad = a;, in
simboliY |a;, 'applicazione che associa a ciascuna unita statistjgaer cuiA(w,) = a;

uno ed uno solo elemento dell'insieh& -
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Si tratta di una variabile statistica univariata la cui defome coincide con quella gia data
all'inizio di questo libro a meno del dominio di definiziorfeer la v.sY |a; il dominio non

e tutto I'insieme bensi il suo sottoinsiente; formato da tutte e sole le unita statistiche
che assumono modalitg per la m.s.A.

Owvviamente le v.sY|q; individuabili dalla distribuzione di frequenze congiurmtieuna
variabile statistica mistéA4, Y) sono tante quante sono le modalita distinte della compo-
nenteA; se I'indice: varia dal ar avremo dunque variabili statistiche condizionate
Ya;. Nello studio delle v.s. condizionate si stratifica il cttilo statistico rispetto alla
distribuzione di frequenze di una delle due componenti enalizza il comportamento
dell’altra nei diversi strati.

La distribuzione di frequenze assolutella v.s. condizionat® |a; & ricavabile, ormai per
cose ben note, dalla forma tabellare della distribizionetjuenze congiunte della v.s.
mista(A, YY) leggendo congiuntamente la prima riga a margine iedgima riga, e cioe
qualunque sia=1,...,r si ha:

Z nij j=1,....s (L7 ’I’LZ] o Nyg

OSSERVAZIONE: poiché la distribuzione di frequenze della v.s. condiaiary’|a; Si
ricava dalla distribuzione di frequenze congiunte, le sualalita distinte vengono ad
essere tutte e sole quelle della Vs. Pertanto potra accadere che in corrispondenza ad

una modalitdy; della v.s.Y|q; si abbia frequenza nulla.
*

> ESEMPIOT.8

Con riferimento alla v.s. mista dell’esempio (7.7) la custdbuzione di frequenze
congiunte ricordiamo essere

AlY — y1=3 y2=4 ys=5 ys=6
a1 = contrassegno 44 25 18 6
ao = carta di credito] 12 21 57 61

ricaviamo le distribuzioni di frequenze assolute delle dagabili statisticheY |a;,

cioe
[y 3 4 5 6
nij G=1,..,4 44 25 18 6

)

[y 3 4 5 6
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La distribuzione di frequenze assolute della v.s. cond&tiaY |a, ciinforma circa il
numero di ordini annui fatti dai soli clienti che pagano imtrassegno e ovviamente
quella della v.s.Y|as rappresenta la distribuzione del numero di ordini fatti dai
clienti che pagano con carta di credito.

<

Come vedremo nel seguito, e come si pud dedurre dall’eseprptedente, € il confron-
to tra le distribuzioni condizionate che puo essere di uvalape interesse nello studio
congiunto dei due caratteri. Per tale motivo & bene coramidesempre le distribuzioni
delle v.s. condizionate in termini di frequenze relative ,atome abbiamo gia visto, non
essendo influenzate dalla numerosita dello strato, cemsefil confronto.

Dalla distribuzione di frequenze assolute (7.9) della genev.s. condizionatd’|a; ri-
caviamo, come di consueto, Wstribuzione di frequenze relativdividendo ciascuna
frequenza assoluta per la numerositadello strato, cioe

O S 720

ni. 7 j=1,..s n;. ;. n;

> ESEMPIOT.9

Se riprendiamo la tabella della distribuzione di frequenaragiunte dell’esempio
(7.7) alla quale abbiamo aggiunto le frequenze marginali

ALY — y1=3 y2=4 ys=5 ys=6

a1 = contrassegno 44 25 18 6 93

as = carta di credito] 12 21 57 61 151
56 46 75 67 244

ricaviamo le distribuzioni di frequenze relative delle degiabili statistcheY|a;
dividendo per le frequenze a margine di ciscuna riga, cioe:

Y|a_{yj} {3 4 5 6} {3 4 5 6}
1= ; =N 44 25 18 6 ( —
2117 it 93 93 93 93 0.47 0.27 0.19 0.07

[y 3 4 5 6 3 4 5 6
Yiay = ny 142 2L 5T 6L (T 1008 0.14 0.38 0.40
n2. i=1,...,4

151 151 151 151
Solo confrontando queste distribuzioni di frequenze indasiamo in grado di af-
fermare (crf. figura 7.2) che i clienti che pagano in contegas tendono ad essere
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Y/a, = Contrassegno Y /a, = Carta di credito
n _ n _
o o
®
< <
o Sl ®
®
e @
o o
< ® &
= =
< <
N N
o o
| —
o o
o o

2 3 4 5 6 7 2 3 4 5 6 7
# di ordinazioni annue # di ordinazioni annue

Figura 7.2 Distribuzioni di frequenze delle v.s. condizat®el’|a;, esempio 7.9.

quelli che effettuano pochi ordini e viceversa quelli chggre con carta di credito
sono propensi a fare piu ordini durante I'anno.

<

Prima di concludere questo paragrafo osserviamo che dalidbdzione di frequenze
congiunte di una variabile statistica mistd, Y') & possibile individuare anche fedi-
stribuzioni di frequenze relative delle mutabili statibié condizionatel|y; che risultano,
gualunquesiga =1, ..., s, essere:

o a; a; ... Qa; ... Qp
A‘y_] = M = nij M Nyj
n.; i:1,...77‘ n.; n.; n.;

Abbiamo volutamente tralasciato di definire la mutabil¢istiga condizionatal|y, poi-
ché e del tutto analoga, mutatis mutandis, a quella datia pariabile statistica condizio-
nataY |a;.
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> ESEMPIOT7.10

Se riprendiamo la tabella della distribuzione di frequenaregiunte dell’esempio
(7.7) alla quale abbiamo aggiunto le frequenze marginali

ALY — y1=3 Y2=4 ys=5 ys=6

a1 = contrassegno 44 25 18 6 93

as = carta di credito] 12 21 57 61 151
56 46 75 67 244

ricaviamo le distribuzioni di frequenze relative delle irmmutabili statistched |y;
dividendo per le frequenze a margine di ciascuna colonpa; ci

Ay = { a; } {contr. carta} {contr. cart?
1= ; = 44 12 =
M, 4 L 0.79 021
Al = { a; } {contr. cart? {contr. cart?
2= 9 =94 2 21 (=
af 3 2 0.54  0.46
Alys = { a; } {contr. carta} {contr. cart?
3= i = 18 57 =
e f 1B o 0.24 0.76
[ contr. cart contr. cart
A|y4 =\ naa = 6 61 - 0.09 0.91
na’ =12 67 7 : :

<

In definitiva, da una tabella a doppia entrata si possonwithatre3 + r + s distribuzioni
di frequenze, e precisamente:

* la distribuzione congiunta della v.s. migta, Y);

* la distribuzione della m.s. univariata(colonne a margine);

* la distribuzione della v.s. univariata (righe a margine);

* s distribuzioni della m.s. univariata condizionata alle modalita df;

* r distribuzioni della v.s. univariatd condizionata alle modalita di.
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> ESEMPIOT.11

Vediamo in questo esempio come quanto detto sia immediatantieasferibile al
caso di una mutabile statistica bivariata. A tal propostdasideriamo il collettivo
statistico costituito da200 lavoratori dipendenti residenti in un comune piemonte-
se e studiamo congiuntamente i due caradessce settore di attivita Poiché gli
insiemi delle modalita dei due caratteri sono rispetivarae

M, = {Maschio, Femminp= {M, F}
Ms = {Agricolo, Industriale, Terziario, Servigi= {A, I, T, S}
il loro prodotto cartesiano sara formato daleoppie di attributi come segue:
My x My = {(M;A), (M;1), (M;T), (M;S),
(F5A), (F51), (F5T), (F;9)}

Arilevazione avvenuta disporremo di una mutabile stasstiivariata( A, B) dal cui

insieme delle modalita distinte( A, B)(wq) fa=1,...n = {(da;l;a)}a:17,,.7n , costi-

tuito da1200 coppie di attributi, ricaviamo la distribuzione di freqaencongiunte
alla quale aggiungiamo gia da ora le frequenze marginali

AiB—) by=A by=1 b3=T

a1 =M 200 400 100 700

as =F 150 100 250 500
350 500 350 1200

Ricaviamo da questa tabella le due distribuzioni univardelle mutabili statistiche
Ae B, cioé

a; M F
a={n) = Ao sf
Ni-)i—12 700 500

{2}, {8 2
nif, 1.5 350 500 350

le due distribuzioni della mutabile statistiéacondizionate alle modalita di, cioé

B|a—{bj} {A | T} {A | T}
1= ; = 9200 400 100 ( —
le{ — =00 700 700 0.29 0.57 0.14

7=

B‘a_{bj} {A | T} {A | T}
2 = ; = 4150 100 250 ( —
Z_? — 50 500 too 0.30 0.20 0.50

J
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ed infine le tre distribuzioni della mutabile statistidecondizionate alle modalita di
B, cioe

1= i =200 150 ( —
% =12 350 350 0.57 0.43

Z_; i=1,2 500 500 0.80 0.20

)

am=fa) {8 d) {0 o)
3= 9 = 94100 250 (=
maf T B 0.29 0.71

7.3.1 MEDIE E VARIANZE CONDIZIONATE

Se fino ad ora non si e riscontrata una sostanziale diffareiaze m.s. doppie e le v.s.
miste, vediamo ora che nel caso div.s. mista sara posieitéa componente variabilé,
calcolare tutti i parametri caratteristici che abbiamordtgdiper le v.s. quando trattavamo
il caso univariato. Con riferimento, dunque, alla distaimme di frequenze congiunte di
una variabile mistaA, Y)

ALY = |y 0y o s
a1 Ny -+ Ny - MNis | M.
a; Ny oo Ny oo Nys | Ny
Qr Npp v W Nps | Ny
Ny o0 NG o N | N

consideriamo la componente varialbilee osserviamo che la sua media aritmetica e la sua
varianza possono essere calcolate a partire sia dalléod@tyne di frequenze congiunte
che dalla distribuzione marginale della W5 cioe:

ElY] = % DD ymy = % > ying =y (7.11)
j=1

i=1 j=1

S

VIV = = 303 (s — BV = - 3y — BY])n, = 0% (7.12)
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Inoltre ciascuna delle variabili statistiche condizionatg|a; € dotata di un proprio va-
lore medio (detto in brevenedia condizionajae di una propria varianza (dettarianza

condizionatg per cui, qualunque sia=1, ..., r, si ha:
1 S
E[Y|a;] = e Z?/jnz‘j = My, (7.13)
(A i—1
V[Yla] = — Z E[Ylai))*ni; = 03, (7.14)

OSSERVAZIONE: ovviamente per media e varianza valgono tutte le propdiet@strate
nel caso univariato in particolare per il calcolo della aada diY” utilizzeremo anche in
guesto caso la proprieta:

VIY) = B = (BIY) = 5 3 g0 - (% Zyjn.j)

che per la variabile condizionata sara

VY] = E[Y?|a;] — (E[Y|ai])? Z?/jnm - (% Z%’”i])

> ESEMPIOT.12

Riprendiamo dall’esempio (7.7) la distribuzione di freqee congiunte della varia-
bile statistica mistd A,Y") = {tipo di pagamento, numero di ordini anrjurileva-
ta su un collettivo statisitico formato dal4 clienti di una azienda che vende per

corrispondenza
ALY — y1=3 Y2=4 ys=5 ys=6
a1 = contrassegno 44 25 18 6 93
as = carta di credito] 12 21 57 61 151
56 46 75 67 244

Calcoliamo, atitolo esemplificativo, la media della \¥'sa partire dalla distribuzione
congiunta

A4+ 4.2 - 61) = 4.62
244212111“] 2443 F4-254...4+6-61) =4.627
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nonché dalla distribuzione marginale:
ElY] = L > Ty = L (3-564+4-46+5-75+6-67) = 4.627
~ 244 j:1y]n.] ~ 244 -

Quanto alla varianza, lavorando sulla distribuzione nmeigi, applicando la pro-
prieta sopra citata sara:

1
= 57(9 56+ 1646 425 - 75+ 36 - 67) — (4.627)% = 1.242

Se consideriamo le distribuzioni condizionate avremo perd.Y |a;

E[Y]a] = 93Zyjnlj o5(3-4444-2545-1846-6) = 3.849

1
VIYia] = 93 Zyjnlj Y|a1])
1 2
= 53(9+44 41625 +25 - 18 + 36 - 6) — (3.849)° = 0.902

e per lav.sY|as

4
1 1
i=1

1
= 757(9- 1241621+ 2557+ 36 61) — (5.106)° = 0.850
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7.4. (OSSERVAZIONI SULLA VARIABILE STATISTICA DOPPIA

Nella definizione di variabile statistica mista si e lagzimtendere, senza dirlo esplicita-
mente, che le modalita distinte della componéritibssero in numero ridotto per cui la
distribuzione di frequenze congiunte, facilmente indixatile, fosse formata da un esi-
guo numero di coppie di modalita distinte. Tuttavia nelatjga, non sempre cio accade
poiché l'insieme delle modalita distinte Hi & sovente assai numeroso; si pensi al caso di
una variabile statistica continua che pud assumere vaitiridistinti tra loro. Tale pro-
blema si puo verificare per entrambe le componenti se I'tig@k studio € una variabile
statistica doppid X, Y).

Come nel caso univariato, ai fini della costruzione dellaritszione di frequenze con-
giunte & giocoforza ricorrere al raccoglimento dei datividuali in classi. Cio facendo,
come di consueto, ci esponiamo al rischio di perdere paitenftemazione contenuta
nell’insieme dei dati individuali della v.s. bivariata glegnando tuttavia in chiarezza di
sintesi. L'esempio che segue vuole illustrare per via gaafton 'ausilio deldiagramma

a dispersiongl meccanismo sottostante al raccoglimento in classi.

> ESEMPIOT.13

La v.s. bivariatg X, Y'), rilevata su di un collettivo di0 unita statisitche possiede il
seguente insieme di dati individuali:

{(@aiTa)}tazr,.. 10 ={(12.2;76.4), (12.2;77.6),
(11.4;78.9), (11.8;79.0), (12.9; 79.2), (11.1; 82.6),
(11.8;84.7), (11.8; 86.3), (12.5; 88.3), (12.3; 89.3)}

Nel diagramma a dispersione di figura (7.3, pannello a) abbieappresentato le
coppie(Z.; Jo) dellinsieme dei dati individuali cosi da avere una peroee della
distribuzione della v.s. doppia.

Scegliendo di raccogliere per I i dati individuali in quattro classi di ampiezas
nellintervallo ]11; 13] e sostituendo a ciascung il valore del centro di classe a cui
essa appartiene il diagramma a dispersione diventa quedfmsgto in figura (7.3,
pannello b). Confrontando i due diagrammi si nota come iippat mantenendo lo
stesso valore di ordinata, vengono centrati sulla corndpote classe in ascissa.

Il pannello (c) della stessa figura rappresenta la situaziocui si perverrebbe racco-
gliendo i dati individuali della sola componerniein tre classi di ampiezzanell'in-
tervallo]75;90]. In questo caso le ascisse dei punti rimangono quelle deigbian
(a) e le ordinate vengono a coincidere con i corrispondamtircdi classe.
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Figura 7.3 Dati inidviduali e raccoglimento in classi, egpéon/.13.

Nel pannello (d) e presentato diagramma a bollelella distribuzione di frequen-
ze congiunte della v.s. con dati raccolti, per entrambe tapmnenti, secondo le
precedenti classi che € la seguente:

XlY— 75480 80485 85490
11.0 411.5 1 1 0
11.5 412.0 1 1 1
12.0 412.5 2 0 2
12.5 413.0 1 0 0

Si ricorda brevemente che:

* COn undiagramma a dispersiorg@rappresentano nel piano cartesiano i punti
individuati dalle coppie di dati individuali di una v.s. dup;
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* perdiagramma a bollintendiamo un diagramma a dispersione per le moda-
lita distinte di una v.s. doppia in cui la grandezza dei Sitnbtilizzati per
rappresentare i punti & proporzionale alla frequenzaiootey associata alla
coppia di modalita corrispondente.

<

Osserviamo ancora che nel caso di variabile statisticaibteee possibile calcolare media
e varianza per entrambe le componenti oltre che per tutte kevariabili condizionate. In
aggiunta a quanto gia detto per la componéntdi una variabile statistica mista abbiamo
in questo caso per la componerie

= % Z mew = % Z TiNi. = fx (7.15)
i=1

i=1 j=1

— 1 T S ) B 1 [8 ) B )
—;ZZ(L——E[X]) Nij = EZ(%—E[X]) ni. = 0x (7.16)
=1 j=1 i=1
Inoltre ciascuna dellevariabili statistiche condizionat¥ |y; € dotata di un proprio valore
medio e di una propria varianza per cui, qualunque stal, . . ., s, si ha:
1 T
EX|y) = — > winy = pxy, (7.17)
J =1
V[Xy] = — Z E[X|y;])*ni; = 0%, (7.18)

> ESEMPIOT7.14

Aggiungendo le frequenze marginali alla distribuzioneladels. (X,Y") con dati
raccolti in classi dell’esempio (7.13) otteniamo la tadell

XlY— 75 -1 80 80 485 85 190
(y1 =77.5) (y2 =82.5) (y3 = 87.5)
11.0 4115 (x; = 11.25) 1 1 0 2
11.5 412.0 (25 = 11.75) 1 1 1 3
12.0 412.5 (23 = 12.25) 2 0 2 4
12.5 413.0 (24 = 12.75) 1 0 0 1
5 2 3 10




158 Capitolo 7. Studio congiunto di due caratteri

Per quanto riguarda la componetfesi hanno, media e varianza

1
—(11.25-2411.75 -3+ 12.25 -4 4+ 12.75 - 1) = 11.950

E[X] = 0

1
VIX] = 1—0(11.252 2411757 - 3412257 - 4 4+ 12,757 - 1) — (11.950)% =
—=0.210

guanto alle distribuzioni condizionate si hanno:

1
—(11.25 -1+ 11.75- 14+ 12.25 - 24 12.75 - 1) = 12.050

BIX|y] = £

1
VIX|y] = g(11.252 14+ 11.75% - 14+ 12.25% - 2 + 12,757 - 1) — (12.050)? =
= 0.260

1
E[X|yo] = 5(11.25 - 141175 - 1) = 11.500
1
VIX|ys] = 5(11.252 -1+ 11.75% - 1) — (11.500)% = 0.0625
1
EX|ys) = S(11.75 - 141225 - 2) = 12.083

1
VIX|ys] = 5(11.752 1 +412.25% - 2) — (12.083) = 0.0636

Per quanto riguarda la componentesi lascia al Lettore verificare che:

E[Y] =815 VY] =19.0
E[Y|a1] = 80.0 V[Y|z1] = 6.25
E[Y |ao] = 825 V[Y|xs] = 16.67
E[Y |z3] = 825 V[Y|x3] = 25.00
E[Y |zg =775 VIY|24) =

In figura (7.4) mediante un diagramma a bolle abbiamo ripopteamedie delle v.s.
condizionateY |z; e X|y; utilizzando simboli di grandezza proporzionale alle nu-
merosita dello strato a cui esse si riferiscono. SullossteBagramma, per comple-
tezza, abbiamo rappresentato anche la distribuzionedlid¢reze congiunte della v.s.
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Figura 7.4 Medie delle v.s. condizionatgz; e X|y;, esempio 7.14.

(X,Y) nonché una linea tratteggiata in corrispondenza dellaiandidy” e di X.
Si osservi che.y e ux sono comprese negli intervalli di variazione delle rispett

medie condizionate.
Si noti infine che le misure di posizione e di variabilita f|ecomponentiX eY teste

calcolate possono, per effetto del duplice raccoglimemioddti in classi, differire

da guelle calcolate a partire di dati individuali.

7.4.1 LA COVARIANZA

<

Nel caso si operi su una variabile statistica bivari&faY”) € possibile definire una nuova

misura di sintesi dettaovarianza

Definizione 7.5 (Covarianza)
si dice covarianza di una v.s. bivaridt&,Y") la media aritmetica del prodotto fra gli
scarti dellex,, dalla media diX e gli scarti dellgj,, dalla media di". Essa corrisponde
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pertanto al valore numerico risultante dall’'operazione

n

Cov[X,Y] = %Z(% — px) (Yo — Hy) = ox)y (7.19)

a=1

0

La covarianza puo essere interpretata come misura datiabilita congiuntalelle due
v.s. X eY rispetto al centro di coordinatg:. x; 11y). Con il seguente esempio tentiamo,
attraverso il significato geometrico della covarianzaanprendere il concetto di misura
di variabilita congiunta.

> ESEMPIOT.15

A puro scopo interpretativo si consideri I'insieme di datlividuali della v.s. doppia
(X,Y) rilevata su un collettivo di unita

{(ZaiTa) sy, 4 = {(50;157), (55;170), (62;159), (68;175)}

Osservando che le medie delle componenti sBh&| = 59.75 e E[Y] = 165.25,
valutiamo per ogni punto il suo apporto alla sommatoriaang#finizione di cova-
rianza

(#1 — px) (1 — py) = (50 — 59.75)(157 — 165.25) = (—9.75)(—8.25) =
= +80.4375

(Z9 — px)(J2 — py) = (55 — 59.75)(170 — 165.25) = (—4.75)(+4.75) =
— —22.5625

(F3 — px)(J3 — py) = (62 — 59.75)(159 — 165.25) = (+2.25)(—6.25) =
= —14.0625

(%4 — px)(Ja — py) = (68 — 59.75)(175 — 165.25) = (+8.25)(+9.75) =
— +80.4375

Per ogni punto di coordinate,,; ,,) gli scarti dalle rispettive medie corrispondono
alla lunghezza (con segno) dei lati dei rettangoli evidatinm figura (7.5) ed il pro-
dotto sara dunque l'area (con segno) del rettangolo. Lar@vza consiste pertanto
nella media aritmetica delle aree, con segno, dei rettaimiViduati dalle proie-
zioni delle coordinate dei punti sugli assi corrispondetit medie delle due com-
ponenti della variabile statistica. La posizione di ciaspunto rispetto al baricentro
viene, per questa misura di variabilita, valutata per roed=ll'area del rettangolo
corrispondente.

<
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Figura 7.5 Interpretazione geometrica della covarianzayngio 7.15.

Se le coppie di dati individuali variano nel piano in modo clpainti del loro diagram-
ma a dispersione si dispongono prevalentemente nel priraze guadrante individuato
dagli assi delle medie (si veda il primo diagramma a dispeesidi figura 7.6), le due
componenti della bivariata tendono ad avere un legametalineinte proporzionale e la
covarianza assume valore positivo. Viceversa, se le cappiati individuali variano nel
piano in modo che i punti del loro diagramma a dispersionespiahgono prevalentemen-
te nel secondo e quarto quadrante individuato dagli askd deddie, le due componenti
della bivariata tendono a ad avere un legame inversamenpemonale e la covarianza
assume valore negativo. Nel caso in cui i punti si dispongartatti e quattro i qua-
dranti in modo sparso o simmetrico, tra le le due componenti gsiste alcun legame
proporzionale e la covarianza assume valori prossimi &@fo.z

Manifestamente la definizione di covarianza € stata datzrimini di dati individua-
li; qualora si disponesse della distribuzione di frequeocaergiunte della v.s.(X,Y)
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Figura 7.6 La covarianza di particolari variabili statiste doppie

I'espressione (7.19) diverrebbe:

Cov[X,Y] = % DO (i — px) (yy — py) nig (7.20)

i=1 j=1

> ESEMPIOT.16

La tabella che segue riporta la distribuzione di frequeraggitinte della variabile
statistica(X,Y') = {eta, anzianita di ruolprilevata sul collettivo statistico formato
dagli insegnanti in ruolo I'anno scorso nelle quattro seuslementari della citta di
Catanzaro
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X1Y—> 5415 15425 25435
(y1 =10) (y2=20) (y3=30)
25 135 (z1 = 30) 6 2 0 8
35 445 (25 = 40) 0 10 10 20
45 4 65 (23 = 55) 0 3 19 22
6 15 29 50

Osservando ch&[X] = 45 e E[Y] = 24.6, calcoliamo la covarianza utilizzando la
formula definita in (7.20), cioe:

3 3
Cov[X,Y] = 5—10 Z Z(u’ﬂz —45) (yj —24.6) nyj =

((30 — 45)(10 — 24.6) - 6 + (30 — 45)(20 — 24.6) - 2+

+ (40 — 45)(20 — 24.6) - 10 + (40 — 45)(30 — 24.6) - 10+

+ (55 — 45)(20 — 24.6) - 3 + (55 — 45)(30 — 24.6) - 19) = 46
Come era nelle aspettative, la covarianza € positiva ildemota un legame diretta-
mente proporzionale tra I'eta e I'anzianita di ruolo déggegnanti.
<

Avendo gia osservato che la covarianza e la media aritmetel prodotto degli scarti
dalla media delle due componenti della v.s. doppia, possianma ricorrere all’'operatore
E[-] e scrivere la (7.19) nella forma:

Cov[X,Y] = E[(X — E[X))(Y — E[Y))] (7.21)

Esprimere la covarianza in termini di operatdfe | come nella (7.21) e di utile impiego
nella dimostrazione di alcune proprieta della covariastediamo nel seguito.

Proprieta 7.1 La covarianza & simmetrica negli argomenti, dia@ [ X, Y] = Cov]Y, X]
La dimostrazione segue direttamente dalla definizione.

<

Proprieta 7.2 La covarianza pu0 essere espressa come differenza traathreaedi,
infatti vale la relazioneCov[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y]

<
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Dimostrazione: dalla (7.21) sviluppando il prodot{oX — E[X])(Y —E[Y]) e ricordando
le proprieta dell'operator&| - | si ha:

Cov(X,Y) = E[(X —E[X]))(Y - E[Y])] =

[
— E[XY — XE[Y]-YE[X] + E[X]E[Y]] =
— E[XY] - E[X]E[Y] - E[Y]E[X] + E[X]|E]Y] =
E[XY] - E[X]E[Y]

Proprieta 7.3 La covarianza ammette sempre la maggiorazione:

|Cov(X,Y)] < /VIX|V[Y] (7.22)

Dimostrazione:
Il trucco consiste nel considerare la funzigng)

— % Z Z [(z; — px) +t(y; — MY)]QWJ

i=1 j=1

essa risulta essere maggiore o uguale a zero, pet @gii, in quanto somma di quantita
positive. Inoltre sviluppando il quadrato all'interno esommatoria ci rendiamo conto
chey(t) € un polinomio di secondo grado if) infatti:

- tz Z Z :uY n2] + 21— Z Z MY)nij_'_

21]1 11]1

+ = ZZ :uX nngO

i=1 j=1
ovvero

VIY]t? 4+ 2Cov[X, Y]t + V[X] >0 (7.23)

La funzionep(t) € dunque una parabola a valori sempre maggiori o uguali@ zen
la concavita rivolta verso l'alto e non ammette pertantidgiareali distinte. Tutto cio
premesso imponendo la condizione di non positivita dedrdignante della (7.23), cioe
A < 0 otteniamo:

4Cou[ X, Y —4V[X|V]Y]<0 = Co[X,Y?<VIX]|V[Y]
da cui la tesi, ciogCov[ X, Y]| < /V[X]V[Y].
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Prendendo spunto dalla proprieta precedente e dato ikcplmte ruolo che verra ad
assumere la disuguaglianza (7.22), concludiamo quesagyzio dando la seguente:

Definizione 7.6 (Coefficiente di correlazione lineare)
chiamiamo coefficiente di correlazione lineare (in simbgliil rapporto
Cov[X,Y] oxy

P VIX]V[Y] ~ oxoy (7.24)

O

Rimandando al capitolo dedicato alla regressione lineard’ipterpretazione e I'impie-
go di questo indice, ci limitiamo ad osservare che esso, p&ruzione, assume valori
compresitra—1 e+1.

> ESEMPIOT.17

Riprendendo la distribuzione di frequenze congiunte defla(X,Y") definita nel-
'esempio (7.16)

XlY— 5415 15 425 25 435
(y1 =10) (y2=20) (y3=30)
25 135 (21 = 30) 6 2 0 8
35 4 45 (25 = 40) 0 10 10 |20
45 465 (x3 = 55) 0 3 19 22
6 15 29 50

ci proponiamo di calcolare la covarianza con l'ausilio dglfoprieta (7.2), poiché
1

BX Y] =

(30-10-6+4+30-20-2+40-20-10+40-30 - 10+

+55-20-3+55-30-19) = 1153

e ricordando ché&’[X] = 45 e E[Y] = 24.6 la covarianza sara:
Cov[X,Y] = E[X -Y] — E[X]E[Y] = 11530 — 45 - 24.6 = 46

Osservando in ultimo chE[X] = 90 e V[Y] = 48.84 siamo in grado di calcolare il
coefficiente di correlazione lineagecioé:
CovlX,Y] 46

N R
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7.4.2 (GOMBINAZIONI LINEARI DI VARIABILI STATISTICHE

Avendo rilevato congiuntamente due caratteri quantitatille unita di un collettivo, puo
essere interessante condurre un’analisi statistica spanmiaolare combinazione lineare
delle due componenti della variabile bivariata corrispantd.

Data una v.s. bivarataX, Y') si definiscecombinazione lineardelle sue componenti la
V.S. univariata

Z=a+bX+cY (7.25)

cona, b, c € R.

La (7.25) definisce effettivamente una variabile statistic €, infatti, una applicazione
che associa a ciascun elemento del colletfivano ed un solo numero reale, in altri
termini,Va = 1,2..., n:

Za=04+bTs+ Py =a+bX(wa) +cY(wa) = Z(w,)

Se da un punto di vista puramente algebrico la¥.puod essere definita qualunque siano
i caratteri rilevati, per quanto concerne I'analisi stiétesla nuova v.sZ sara oggetto di
studio se e solo se possiede un senso compiuto la combiediieare delle componenti
X eY. Cosi ad esempio:

* rilevando sul collettivo costituito dalle aziende itakanperanti nel settore elet-
tronico la v.s. bivariatd X, Y') = {fatturato in Italia, fatturato all’esteko espres-
si rispettivamente in euro e dollari, ha senso compiuto kakioazione lineare
Z = X + ¢Y, dove il parametra e tale da rendere omogenee le grandezze in
gioco trasformando i dollari in euro. Manifestamenteonsiste nefatturato totale
espresso in euro;

* rilevando sul collettivo costituito dalle famiglie residein italia la v.s doppia
(X,Y) = {numero di cellulari, numero di televisymon ha alcun senso conside-
rare la combinazione lineaté = X + Y.

> ESEMPIO7.18

Rilevando su un collettivo statistico formato #a automobilisti il numero di con-
travvenzioni ricevute per eccesso di velo@té numero di contravvenzioni ricevute
per cintura di sicurezza non allacciataé ottenuta la v.s(X,Y") il cui iniseme di
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dati individuali risulta il seguente:

Volendo indagare circa il numero di punti patente ancoraspatizione degli au-
tomobilisti e ponendo che una contravvenzione per eccasgelatita comporti la
perdita di5 punti e una contravvenzione per cintura non allaccapanti, introdu-

ciamo la combinazione lineaté = 20— 5 X —2Y, il cui insieme di dati individuali

risulta essere:

{ga}a:17...,20 = {187 167 207 207 187 167 157 137 157
11,15,13,15,6,10,10,8,1,5,3}

Calcolando media e varianza di questa v.s. univariataiatten£|[Z] = 12.40 e
V[Z] = 28.94.

<

A ben vedere, qualora si sia interessati ai soli valor mediarenza della v.sZ, non e
necessario determinare i valori individuali da essa aspoithé tali parametri sono rica-
vabili a partire dai corrispondenti parametri delle comgrainX e Y che la definiscono.
A tal proposito:

* perlamediaf|[Z] = a+ bE[X] + cE[Y].

Per sincerarsene:

1 n
E[Z]=Ela+bX +cY] = EZ(CLJrlm?onLC:&a) =

a=

1
1zn: +lzn:b~ +lzn: y +bE[X]+ cE[Y]
= — a — Lo — ClYy = @ C
na:l na:l na:l ’

* perlavarianzd/[Z] = B V[X]| + 2 V[Y] + 2bcCov[X,Y].
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Per sincerarsene, osserviamo ¢heZ] = E[Z% — (E[Z])? e applichamo le pro-
prieta dell’operatord?| - |:

V[IZ] = E[(a+bX +cY)?] - (a+bE[X]+cE[Y])? =
=a® + V’E[X?] + PE[Y?] + 2abE[X] + 2acE[Y] + 2bcE[X - Y]—
—a* = VE[X])* — E[Y]? — 2abE[X] — 2acE[Y] — 2bcE[X]E[Y] =
= V[X]+AV[Y]+2bcCov[X,Y]

> ESEMPIOT.19

Riprendendo la v.5.X, Y") del’'esempio (7.18), dalla conoscenza di media e varian-
za delle sue componenti nonché della covarianza, ricavien®dia e varianza della
combinazione linear& =20 —5X —2Y.

Essendo

E[X]=120 E[Y]=080 V[X]=106 V[Y]=0.66 Cov[X,Y]=—-0.01
si ha immediatamente

E[Z] =20 -5 E[X] —2E[Y] = 12.40
V[Z) =52 V[X]+ (=22 V[Y] + 2 (=5) - (=2) Cov[X, Y] = 28.94

> ESeEmMPIOT.20

Un’indagine condotta su di un collettivo statistico casti da204 coppie di sposi,

circa il reddito mensile lordo della mogli€X() e il reddito mensile lordo del marito
(Y), espressi in in migliaia di euro, ha dato luogo alla vai@lstatistica doppia
(X,Y) con distribuzione di frequenze congiunte

X1Y > 12 213 314
(11 =15) (y2=25) (y3=3.5)
01z =05)| 12 42 49 | 103
1142 (22 =15) | 25 54 22 | 101
37 96 71 204

Le medie e varianze delle v.& e Y risultano essere rispettivamente:

E[X]=0.995 V[X]=0.2500 E[Y]=2667 V[Y]=0.5016
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Volendo indagare circa il reddito mensile lordo familiagefiniamo la combinazione
lineareZ = X + Y e, senza individuarne la distribuzione, ne determiniamorva
medio e varianza.

Quanto alla media, si ha:

E[Z] = E[X] + E[Y] = 0.995 + 2.667 = 3.662
Per la varianza, dal momento cbev| X, Y] = —0.0972, si ha:

V[Z] =V[X]+ V[Y]+2Cov[X,Y] =
= 0.2500 + 0.5016 — 2 -0.0972 = 0.5572

7.5. IL FOGLIO ELETTRONICO

In questo paragrafo introduciamo un nuovo file di dati chézagremo per illustrare
alcuni possibili modi di operare con il foglio elettroni@penOffice 1.1.8er lo studio di
congiunto di due caratteri.

Il file dipendenti.sxc contiene i dati relativi a73 dipendenti dellamministrazione di
una regione italiana.

La Figura (7.7) riporta la videata OpenOffice delle primenaglel foglio di lavoro. Si
noti che sono stati rilevati i seguenti caratteri:

* il sesspcon modalita codificate ihse Femminam se Maschio;
* il numero di anni di scuoja

la categoria lavorativaon modalitdmpiegato, Funzionario, Dirigente

>

>

lo stipendio annuo lordo attuaile migliaia di euro;

*

lo stipendio annuo lordo iniziale migliaia di euro;

il numero di mesi trascorsi dall’assunzione nella categavarhtiva attuale

>

* il numero di mesi lavorati prima dell'assunzione nella catiegavorativa attuale

il cittadinanza extraeuropgaon modalitanose cittadino europea;jse extrauropeo

>
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Figura 7.7 Videata OpenOffice, fitBpendenti.sxc

Ci proponiamo ora di determinare la distribuzione di freqgeecongiunte della mutabile
statistica doppidA, B) = {Cittadinanza, Categoria lavoratja

Riportiamo in una nuova cartella le due colonne corrispatiddle mutabili in oggetto
e affianchiamo a queste una colonna con intestazioite a contenente in tutte le celle
il numerol. Dopo aver selezionato le tre colonne scegliamo dal nizettii I'opzione
DataPilot eAvvia cosicome evidenziato in figura (7.8).

Verra, a questo punto, proposta la maschera di figura (/€9 quale compaiono a de-
stra della tabella tre “bottoni” rettangolari nominati cernfintestazione rispettivamen-
te delle tre colonne selezionate. Cliccando sul botGategoria lavorativa lo
abbiamo trascinato sulla maschera della tabella nellzjpos Colonna per indicare
che le modalita di tale mutabile dovranno essere poste gelbnne; mentre il bottone
Cittadino extraeuropeo e stato trascinato nella posizioR@a . Infine il bottone
unit a e stato trascinato nella posiziobati determinando cosi le frequenze congiunte.
Sinoti che nella parte riguardantdisultato  abbiamo selezionatwiova tabella

cosi che la tabella della distribuzione di frequenze @i dalla procedura verra posta in
un nuovo foglio di lavoro cosi come si vede in figura (7.10).

La proceduradDataPilot  sara anche utile per la determinazione della distribueziin
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Figura 7.8 Opzione DataPilot per la distribuzione di fretgeecongiunte

frequenze congiunte di variabili statistiche miste e diafaiti doppie. Tuttavia, se si

desidera raccogliere in classi i dati individuali di unalelelomponenti della variabile

e successivamente ottenere la corrispondente distribeiziofrequenze congiunte € ne-
cessario, prima di utilizzarBataPilot , “ricodificare” la componente con i centri di
classe.

Immaginiamo di volere la distribuzione di frequenze com¢gudella variabile statistica

mista(A,Y") = {Sesso, Stipendio attuadles di scegliere per la componentde seguenti
sei classi di stipendio:

[5;10] ]10;15] ]15:20] ]20;30] ]30;40] ]40;60]

A tal fine si consideri la colonn@ della videata proposta in figura (7.11) nella quale si
trova la variabilestipendio ricodificatpal variare della riga compare nella cella il valore
del centro di classe a cui appartiene il valore corrispoteléella variabileStipendio
iniziale. Per creare tale colonna abbiamo utilizzato la funziS&€) nidificata cinque
volte, cosi, ad esempio nella cell2, abbiamo inserito la funzione

=SE(Bx=10;7.5;SE(B2 =15;12.5;SE(B2 =20;17.5;SE (B2 =30;25;SE(B2 =40;35:50)))))
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Figura 7.9 Maschera di creazione della tabella

Con la condiziondB2<=10 del primo SE verifichiamo se lo Stipendio iniziale iB2
appartiene alla prima classe, se cio e vero attribui@balla cellaC2 che e il valore
centrale della prima classe, se la condizione non e vdsdfigiaifichiamo un altré&sE()
all'interno del primo per determinare se il contenutd®@@iappartiene alla seconda classe
e cosi via. Si osservi che 8E(B2<=40;35;50) , che € il piu interno, verifica se il
valore diB2 appartiene alla penultima classe e che se cid non e véoifstattribuisce,
per esclusione, alla cell@2 il valore centrale dell'ultima classe.

Solo dopo aver creato la colon@aara possibile, con I'impiego della procedxataPilot
cosi come descritto per la mutabile bivarigta B) = { Cittadinanza, Categoria lavoratiya
ottenere la distribuzione di frequenze congiunte dell#abéle statistica mistaA,Y) =
{Sesso, Stipendio attuadleche si ha in figura (7.11) nell'intervallo di cell5:N10 .

7.6. ESERCIZI

> ESERCIZIO 7.1

Si immagini che la rilevazione congiunta dei due caratteutahili A={sess¢ e
B={nazionalitd, condotta sub4 ospiti di un villaggio turistico, abbia dato luogo
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Figura 7.10 Distribuzione di frequenze congiunte niGategoria, Cittadinanza)

alle seguenti coppie di valori individuaii, ; by, ):

M) (M) (MS) M) (MS) M) M) M1D) M)
M,s) M) MS) MS) MS) M (D) MID (FS)
FDH M M M™my FH M) FDH FED RS
Fs)y F&nH MmnH MH M FEDH FDH FS) (RS
FH F&H FS) FS) MDH M) M) M) MS)
EH MDH MhH M EH M) FDH EDH (RS)

dove, per praticita, per le mutabili statistiche in esaimeselto di porre:

A F femmina _ [ italiano/a
~ |M maschio "~ |S straniero/a

Si presenti in forma tabellare la distribuzione delle frege assolute congiunte
della m.s. doppid A4, B).

<
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Figura 7.11 Distribuzione di frequenze congiunte v.s. aiSesso, Stipendio attuale)

> ESERCIZIO 7.2

Con riferimento alla situazione di cui all’'esercizio 7.lipslividuino e si confrontino
tra loro la distribuzione marginale e le distribuzioni caohate della componente
B={nazionalita.

<

> ESERCIZIO 7.3

Da un’indagine condotta sui 200 prodotti commercializizatin grande magazzino,
con riferimento ai caratteri:

A = {prodotto presente sul volantino pubblicitario inviato kgati}
B = {reparto di vendith

€ emersa la seguente distribuzione di frequenze relatngiante:
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B — Casalinghi | Abbigliamento| Alimentari | Detersivi
Al
Si 0.02 0.05 0.50 0.03
No 0.08 0.10 0.15 0.07

Si individuino:

* la distribuzione di frequenze assolute congiunte;

* la distribuzione condizionata, espressa in frequenzdiveladel reparto di
vendita dei prodotti presenti sul volantino pubblicitario

* la distribuzione condizionata, espressa in frequenzdivejadella presenza
sul volantino dei prodotti venduti nel reparto casalinghi.

> ESERCIZIO 7.4

Un’indagine compiuta sugli Hotel della regione Toscanadraortato la rilevazione
dei seguenti carattericategoria dell’hotek numero di stanzela variabile mista
(A,Y) risultante ha distribuzione di frequenze congiunte:

Si proceda a:

%

*

*

Y — 30 50 &0 120
Al

* % 60 44 20 6
* * * 44 36 40 50
*x % *xx |26 38 56 74

per ciascuna di esse media e varianza,

%

individuare le distribuzioni marginali della m.4.e della v.s.Y;

individuare les = 4 distribuzioni delle mutabili condizionate|y;;

individuare ler = 3 distribuzioni delle variabili condizionat¥ |a; e calcolare

calcolare la mediana della v.¥. nonché quella della v.s. condizionataas.

<

175
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> ESERCIZIO 7.5

Un'indagine compiuta sui turisti sbarcati dai voli intezi@nali in arrivo all’aero-
porto di Malpensa 2000 il 9 gennaio 2005 ha comportato laad®ne dei carat-
teri: giudizio sui servizi fruiti durante il soggiorne spesa individuale giornaliera
per il soggiorno La variabile mista( A, Y') risultante ha distribuzione di frequenze

congiunte:
Y— |0450 50475 75 -100 100 - 200
Al
ottimo 2 9 15 10
buono 7 10 25 14
suff. 12 30 13 8
insuff. 8 7 2 0

Si proceda a:

* individuare le distribuzioni della m.sA e della v.s.Y,

* individuare ler = 4 distribuzioni delle variabili condizionat¥|a; e calcolare
per ciascuna media e varianza;

> ESERCIZIO 7.6

Data la distribuzione di frequenze congiunte della valéastatistica mista A, Y'):

Y-|0 1 2 3 4 5
Al

aqz |2 10 9 5 1 O
aqz |0 3 15 31 10 8§

rappresentare i diagrammi a scatole e baffi per le distidimizielle v.s. condizionate
Yla; eYlay tentandone un confronto.

<
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> ESERCIZIO 7.7

Da un censimento di imprese artigiane del settore manifattu si € rilevata la
seguente v.4.X,Y) dove:

X = {tributi versati nell’anno 2004in migliaia di euro
Y = {volume degli affari nell'anno 2004in migliaia di euro.

con distribuzione congiunta di frequenze assolute:

Y= [0-100 100200 2004300 300 4500
X1
0430 8 2 0 0
30 60 3 20 9 1
60 490 1 25 55 37
90 4150 | 0 3 7 10

Si proceda a:

* individuare le distribuzioni marginali delle v.& eY’;
* calcolare la covarianza ttd e Y e successivamenje

* individuare una trasformazione lineare delle due \J§.e Y che abbia un
senso compiuto ed individuarne media, varianza e disiobezdi frequenze.

<

> ESERCIZIO 7.8

Si sono eseguité00 misurazioni della temperaturd’j dell’acqua di un lago per-
corso da correnti a diverse profonditX Y ottenendo la seguente distribuzione di
frequenze congiunte:

Temperatur& — | 5410 10420 20 25
ProfonditaX |

5 410 40 10 50
10415 80 100 20
15420 80 20 100

Si proceda a:

* calcolare media e varianza della temperatura del lago;
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* individuare la distribuzione della profondita condizada alla temperatura
massima;

* calcolare la covarianza dX e Y nonché il corrispondente coefficiente di
correlazione lineare.

> ESERCIZIO 7.9

Siimmagini che la rilevazione di due caratteri quantiiativ una popolazione di0
unita statistiche abia dato luogo alla variabile statésbivariata( X, Y') con insieme
dei dati individuali:
{(%a; Ta) Ya=1....10 = {(12.5;10.5), (10.7; 10.8), (13.3; 12.5), (18.0; 20.3),
(18.6;19.6), (13.4;12.4), (17.5;16.7), (15.0; 14.1),
(16.1;17.2), (15.7;16.8)}

Calcolata la covarianza tr& e Y, determinare media e varianza della vi§. =
X+Y.

<

> ESERCIZIO 7.10

Di una variabile staistica bivariaté, Y) & noto che

E[X] = %-E[Y] =6 E[X)=--E[Y) =52 E[XYVY]= g-E[X]-E[Y]

1
4
CalcolareCov[X,Y] epx,y.

X - Y —
Introdotte, ora, le trasformaté = =X e = R calcolareCov[Z, W]
ox oy

€pzw.

<

> ESERCIZIO 7.11

Con riferimento ai dati dell’esercizio 7.10, calcolare naeg varianza delle combi-
nazionilinearilU =7- X —-5-Y +2eT =X -Y.
<



CAPITOLO 8

L’ INDIPENDENZA

Introdurremo i concetti di indipendenza statistica e dipeddenza in media e,
per ciascuno di essi, perverremo alla costruzione di uéassoluto e di un in-
dice normalizzato di dipendenza. Esula dallo scopo di guespitolo la ricerca
degli eventuali legami funzionali tra le variabili in esansle verra considerata
in seguito. Definizioni e proprieta sono qui date per undabée statistica mi-
sta; la dove possibile, gli stessi concetti verranno esiis muabili e variabili
statistiche bivariate con l'ausilio di esempi di specie.

8.1. INDIPENDENZA STATISTICA

Se nel capitolo precedente si sono poste le basi per ursabalariata dei dati statistici,
nel seguito esamineremo in dettaglio come sia possibitkeeviare la presenza di legami
di dipendenza tra variabili o le mutabili statistiche camgamente rilevate su un mede-
simo collettivo e in caso affermativo misurarne l'inteasmediante opportuni indici di
dipendenza.

Anche in questa occasione, per semplicita di esposizfaremo riferimento unicamente
ad una variabile statistica mistd, Y') per la quale sia definita la distribuzione di frequen-
ze congiunte, ricordando al Lettore che i concetti via, \@pasti possono venire estesi,
senza alcuna difficolta, alle mutabili ed alle variabi&itsttiche bivariate.

Data, dunque, una variabile statistica mi&taY’) puo essere interessante chiedersi se,
ad esempio, i valori assunti dasul collettivo statistico sono in qualche modo influenzati
dalle modalita assunte dalla mutabile statistica

Definizione 8.1 (Indipendenza diY” rispetto ad A)
data una variabile statistica mista,Y), diremo che la v.&" & indipendente dalla m.s.
A se e solo se risultano essere identiche tra lorodestribuzioni di frequenze delle v.s.

condizionaté’|a;. -
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Dalla definizione appena proposta, segue che laVvesindipendente dd se e solo se le
r distribuzioni di frequenze di” condizionata a ciascuna modalita4lie precisamente:

vy s
ACETE A
ni. ni. ni.
vy s
vie={i L
vy e s
Vie={ Tk
risultano uguali tra loro. Nel caso di indipendenza sauajupnque sia=1,...,r:
Y'“Z—{él R 53}
con,Vj=1,...,s:
P L A L L (8.1)
nq ;. Ty
> ESEMPI08.1

Si immagini che un’indagine condotta stii0 sottoscrittori di polizze RC auto di
un'agenzia assicurativa, circanlumero annuo di sinistri denuncidti’) ed il tipo
di veicolo assicuratA), abbia dato luogo alla variabile statistica miéth Y') con
distribuzione di frequenze congiunte assolute:

ALY > 0 1 2

Motocicli 124 44 12
Autovetture| 225 55 37
Autocarri 64 7 2

Per verificare l'indipendenza della v.&" dalla m.sA, in accordo con la defini-
zione (8.1), e sufficiente verificare serle= 3 distribuzioni di frequenze delle v.s.



8.1.

Indipendenza statistica

00 02 04 06 08 00 02 04 06 08

00 02 04 06 08

Y/a; = Motocicli Aly;=0
©
(=}
<
o
N
T S
L4 o
r T T T 1 =
-1 0 1 2 3 Motocicli Autovetture Autocarri
# di sinistri Tipo di veicolo
Y/a, = Autovetture Aly,=1
©
<}
<
o
N
(=}
! ! . —
r T T T 1 =
-1 0 1 2 3 Motocicli Autovetture Autocarri
# di sinistri Tipo di veicolo
Y/as = Autocarri Alys=2
©
IS}
<
(=}
N
=}
? L4 o —
r T T T 1 =1
-1 0 1 2 3 Motocicli Autovetture Autocarri
# di sinistri Tipo di veicolo

Figura 8.1 Distribuzioni di frequenze #i|a; e A|y;, esempio 8.1.

condizionateY |a; sono tra loro uguali. Dal momento che (cfr. figura 8.1):

Yla _{ 0o 1 2} { 0 1 2 }
1=19124 44 12 (=
2o 12 0.69 0.24 0.0
Y|a _{ 0 1 2} { 0 1 2 }
2=19225 55 37 (=

Yla _{0 1 2} { 0 1 2}
3 = 64 7 2 =
o2 0.88 0.10 0.0

possiamo affermare che la v.3. non & indipendente, dal punto di vista statistico,
dalla m.s.A; in altri termini potremmo dire che il numero annuo di sinidenunciati

181
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presso I'agenzia assicuratrice viene in qualche modo andgre dal tipo di veicolo

assicurato.
<

Evidentemente un’analoga definizione di indipendenza gagere data per la m.s4
rispetto alla v.s. Y. Si dira cheA e indipendente d& qualora les distribuzioni di
frequenze delle mutabili statistiche condizionatg; siano tutte uguali tra loro.

> ESEMPIOS.2

Con riferimento alla situazione di cui all’esempio 8.1, kxifica dell'indipendenza
della m.s. A dalla v.sY avviene verificando se le = 3 distribuzioni di frequenze
delle m.s. condizionatd|y; sono uguali tra loro. Dal momento che (cfr. figura 8.1):

Aly, = {Motocicli Autovetture Autocarri} {M A C. }
1= =

124 225 64
14 225 B 0.30 055 0.1

Alys = {Motocz‘cli Autovetture Autocarm} { M. A C. }
2 = 44 55 7 =
Alys = {Motocicli Autovetture Autocarri} { M. A C. }
3= 12 73 2 =
5 1 =51 0.23 0.73 0.0

possiamo affermare che la m.4.non & statisticamente indipendente dalla¥.s.
In conclusione, la variabile statistica mistd, Y') ha componenti statisticamente

dipendenti
<

| precedenti due esempi suggeriscono che I'indipendeniawds. Y rispetto alla m.sA
ha qualche legame con l'indipendenza della ml.sispetto alla v.sY . Tale intuizione e

corroborata dalla seguente

Proprieta 8.1Se lav.sY e indipendente dalla m.si, allora

=2l (8.2)

Nn;; =
J n

eciovi=1,...,reVj=1,...,s.
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Dimostrazione: dall’'uguaglianza posta in (8.1y; = 1,...,r, si had; = E per cui
n;.

n;.0; = n;;, che, sommando rispetto all'indi¢gporge

r r
E TLZ-.(Sj = E Nyj — 5j n=nmn;
=1 =1

Si ha la tesi sostituendo in quest'ultima I'espressiong diata in (8.1), cioé

N ng. M.
= n=n.; — Ny = S
;. n

0

La precedente proprieta ci consente di affermare cheipentienza dt” da A implica
l'indipendenza diA daY. Per dimostrare tale affermazione é sufficiente ricordaseA

e indipendente d& seesolos§j =1,...,s:
_Jay o..oa; ... ay
AWW—{@ U @}
con,Vi=1,...,7r:
PYSAE R L N
n.a n.; Nn.s

Occorre dunque dimostrare che la frequef)za 2 associata allaesima modalita della
J

mutabile condizionatal|y, non dipende dall'indicg. Sfruttando I'equazione (8.2) si ha
infatti:

=820 - D

n.j n n.j n

Nel seguito, alla luce di quanto esposto, parleremo di bdristatistiche miste a com-
ponenti indipendenti qualora si sia verificata indiffeemente l'indipendenza di una
componente rispetto all’altra.

> ESEMPIOS8.3

Un’indagine condotta sR00 possessori di carta di credito circas@éssdA) ed il tipo
di carta(B), ha dato luogo alla mutabile statistica doppi 8) con distribuzione
di frequenze congiunte:
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A | B — | American Express Visa

Maschio 48 72
Femmina 32 48

e immediato accertarsi che la m.s. doppia in esame ha canpaiatisticamente
indipendenti risultando (cfr. figura 8.2) uguali tra lorodistribuzioni di frequenze
delle mutabili statistiche condizionatgb; e Bla;, coni = 1,2ej = 1,2:

Alby = {Maschw Femmma} Alby = {Maschw Femmma}

0.6 0.4 0.6 0.4
B Am.Express Visa B Am.Express Visa
ay = 2 =
0.4 0.6 0.4 0.6
A/B=American Express B/A=Maschio

S _ Q
- -
@ © |
o o
@ 4 © |
o o
< | <
o o
N N
o o
o | o
o o

Maschio Femmina American Express Visa

A/B=Visa B/A=Femmina

o _ e
- -
@ © |
o o
© | © |
o o
! <
o o
! N
o o
! o
o o

Maschio Femmina American Express Visa

Figura 8.2 Distribuzioni di frequenze di|b; e B|a;, esempio 8.3.

Potremmo dunque affermare che la scelta tra i due tipi daddirtredito pare non
influenzata dalla mutabile sesso ed anche che il sesso semibrdipendere dalla
carta di credito posseduta, anche se tale ultima affermazion ha alcun senso!
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Per curiosita verifichiamo empiricamente la proprietd J8cioe che tutte le quattro
frequenze congiunte osservatg soddisfano l'uguaglianza posta in (8.2):

120 - 80 120120

T 2
"ML= 00 2 200
80 - 80 80 - 120
217 900 227 900

<

La proprieta (8.1) risulta utile anche dal punto di vistegtivo. Per verificare infatti
I'indipendenza, piuttosto che confrontare le distribmzicondizionate, potremmo verifi-
care se vale l'uguaglianza (8.2) per tutte-les frequenze congiunte della distribuzione

doppia.
> ESEMPIO8.4

Riprendendo in esame la variabile statistica mistaY’) di cui allesempio (8.1),
per la quale si propose la seguente distribuzione di frexpieangiunte:

ALY = 0 1 2

Motocicli 124 44 12| 180
Autovetture| 225 55 37
Autocarri 64 7 2| ...
413 ... ...| 570

E immediato verificare che essa e@nponenti dipendentinfatti, considerando ad
esempio le frequenze congiunte osservatecorrispondenti alla coppia di modalita
(a1,y1), essenda;. = 180, n.y = 413 en = 570, sfruttando la (8.2) abbiamo:

mny. -n.g 180 - 413

- — 130.4211 + 124 =
n 570 7 s

OSSERVAZIONE: € appena il caso di notare che, qualora la distribuzioneeduenze

congiunta di una variabile statistica mista presentasaeoypiu frequenze nulle in cor-
rispondenza ad una particolare coppia di moddlitay,), per essa l'uguaglianza (8.2)
non risulterebbe soddisfatta e immediatamente si potrafibemare che la v.s. mista in

guestione ha componenti dipendenti.
*
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8.1.1 MSURE DELLA DIPENDENZA STATISTICA

Qualora le componenti una variabile statistica mistatiisoltra loro dipendenti dal punto
di vista statistico, & del tutto lecito chiedersi qual’griado di tale dipendenza. Dedichia-
mo, pertanto, questo paragrafo alla costruzione di un éndidipendenza statistica.

A tal fine osserviamo che data una variabile statistica nfidta”) con distribuzione di
frequenze congiunte

{((aiy5) 5 m45) bimt,or

7j=1,..,s

e sempre possibil&i =1,...,reVj=1,...,s, calcolare le quantita

A

hoy = N1 (8.3)
n

che vengono abitualmente deftequenze teoriche anchefrequenze attesenel senso

che esse sarebbero le frequenze congiunte della v.s. n@btaso in cui le due sue

componentid e Y fossero indipendenti, e cio in accordo con la proprietd)(8

Esse danno luogo allistribuzione delle frequenze teoriche

{((aiy5) 5 75) bimt,or

.7:17“'73

che puo essere posta nella consueta forma tabellare:

ALY = |y 0y o s
a1 Ny -+ Ny - MNis | M.
Q; Ny oo Ny oo Nys | Ny
Qr Npp v R Nrs | M.

Le frequenze teorichg;; calcolate in accordo alla (8.3) sono tali da non modificare le
distribuzioni di frequenze marginali di e diY, infatti:

T
n;.n. n.;
ning 1y _
Z%—Z =D =
i=1

=1

S
i = G =N
Rij = n n j

j=1 j=1
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né ovviamente la numerosita del collettivo statistiodatti:

r s r s r s
R n;.n.; 1 nn
E E nij:E E —:—E HZE n.j:—:n
n n “ - n
=1 7=1

i=1 j=1 i=1 j=1

In altre parole potremmo dire che applicando la (8.3) retlistamo len unita del colletti-

vo statistico, mantenendo inalterate le numerosita deissiemi(2; e); generati, rispet-
tivamente, dalle applicaziom e Y, in modo da verificare la condizione di indipendenza
statistica tra le componenti la v.s. migtd Y').

> ESEMPIO8.5

Sempre con riferimento alla variabile statistica mistaY") introdotta all’esempio
(8.1), il calcolo delle frequenze teorichg; in accordo alla (8.3), porge, come il
Lettore puo facilmente verificare, la seguente distribogi congiunta:

ALY = 0 1 2

Motocicli 130.4211 33.4737 16.1053...
Autovetture| 229.6860 58.9509 28.3632317
Autocarri 52,8930 13.5754 6.5316 ...

413 e e 570

per la quale, come detto, risulta, ad esempio:

3
Z nj1 = 130.4211 4 229.6860 + 52.8930 = 413 = n.q
i=1
3
Z fig; = 229.6860 + 58.9509 + 28.3632 = 317 = na.

7j=1

3 3
D3 ;= 1304211 + 33.4737 + ... + 13.5754 4 6.5316 = 570 = n

Si noti che per ottenere la distribuzione di frequenze ¢bericongiunte, sara suffi-
ciente calcolare, applicando la (8.3), soto— 1)(s — 1) frequenze teoriché,;, dal
momento che le restanti possono essere ottenute per ditere

<
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Una misura della discrepanzatra le frequenze osservafesgleenze teoriche ci e offerta
dal calcolo dellecontingenzedefinite,vi = 1,...,reVj = 1,...,s, quali differenza
tra le frequenze osservate e le frequenze teoriche, in $imbo

Cij = Nyj — TAlij (84)
per le quali si ha:

r

T
o= (ny—hy)=n;—n;=0
=1

i=1

s s
E Cz‘j = E (nij — nl-j) =MN;. — Ny = 0
Jj=1

i=1
e di conseguenzg;;_, > 7 cij = 0.

Evidentemente, in caso di indipendenza le frequenze assety, coincidono con le
frequenze teorich&,; per cui segue che l'indipendenza tra le componenti la végiab
statistica mistd A, Y') implica la nullita di tutte le contingenzs; .

A questo punto, per misurare il grado di dipendenza tra lepmoranti la variabile stati-
stica mista( A, Y') appare del tutto lecito e naturale utilizzare le contingeazentare di
guantificare la loro complessiva vicinanza allo zero.

Tuttavia, come si e visto, la somma delle contingenze gsemulla e, dunque, queste
non possono essere impiegate in modo diretto per perveditgna misura del grado
di dipendenza statistica. Un’alternativa € consideraredntingenze in valore assoluto
oppure al quadrato. Seguendo tale ultimo approccio e dibhigurapportare il quadrato
delle contingenze alla corrispondente frequenza tecarioa,

G _ (ny —iy)”

si da pervenire alla misura di dipendenza introdotta dagargon e definita come segue.
Definizione 8.2 (Chi-quadrato di Pearson)

Data una variabile statistica mista, Y"), si definisce chi-quadrato di Pearson la somma
dei rapporti tra le contingenze al quadrato e le corrispotidequenze teoriche, cioé:

r s 2 T S - YRY
XZ:ZZ%:ZZ% (8.5)

i=1 j=1 i=1 j=1

O
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Osserviamo che al fine del calcolo gi non & necessario calcolare le contingeaze
Si possono cosi evitare errori di approssimazioni suoeeska (8.5) puo essere, infatti,

scritta nella forma:

X—n(Zan )

i=1 j=1

(8.6)

Per sincerarsene e sufficiente sviluppare il quadrato anatore della (8.5), infatti:

x—zz%”w

11]1 =1 j=1
r s
ZZ DRI
i
11]1 =1 j=1 ij =1 j=
r s

DI EE S
n; n;
i =1 i

i=1 j=1 =1

> ESEMPIOS8.6

-y

— 205 Ny + n

TLU

s

1 n”

Con riferimento, ancora, alla variabile statistica mistaY") introdotta all’esempio
(8.1), ci poponiamo di calcolare il valore dell'indige ricorrendo alla (8.6).
Riprendendo la distribuzione di frequenze congiunte deflamista(A,Y):

AlY — 0 1 2
Motocicli 124 44 12| 180
Autovetture| 225 55 37| 317
Autocarri 64 7 2| 73
413 106 51| 570
calcoliamo dapprima:

. nd 1242 442 122
S = s s o
T ning 180 - 413 180-106 180 -51

N 2252 N 552 N 372 N
317-413  317-106 317 -51
642 72 2
= 1.0287
+73-413+73-106+73-51
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A questo punto sara:

x? = 570 (1.028639 — 1) = 16.359

<

Nel caso di dipendenza, il chi-quadrato di Pearson, casiecdefinito in (8.5), assume
valori reali positivi e poco dice circa I'intesita del gadi dipendenza tra le componenti la
variabile statistica mista in esame. Esso, inoltre, malesta qualora si debba confrontare
la dipendenza tra le componenti di variabili statistichevete su collettivi diversi.
Tuttavia, € possibile individuare una soglia superioreipealore di x2, che viene rias-
sunta nella seguente

Proprieta 8.2Qualunque sia la variabile statistica mista in osservagisnha la mag-
giorazione

2 <min{n(s — 1);n(r — 1)}
(per la dimostrazione, cfr. paragrafo 8.3).
<

Tale proprieta ci consente di definire, a partire gilun indice di dipendenza normaliz-
zato come segue:

Definizione 8.3 (Indice V di Cramér)
si definisce indicé’ di Cramér la radice quadrata del rapporto trg’iled il suo valore
massimo, cioé, in virtu della proprieta (8.2)

B [ _ %
V= maz(x?) \/min {n(s —1);n(r—1)} (8.7)

0

Evidentemente, per le condizioni poste in essere,lV < 1.

> ESEMPIO8.7

Con riferimento alla situazione descritta all’esempidl)8essendog? = 16.359 e
max(x?) = min {570 (3 — 1);570 (3 — 1)} = 1140, I'indice normalizzatoV di
Cramer risulta:

2
X [16.359
v max(x?) 1140 0-11979
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mostrando una debole dipendenza tra le componenti la Varisitistica mista in
esame.

<

> ESEMPIOS8.8

Siimmagini di avere rilevato, su un collettivo formatod@® pratiche di liquidazione
sinistri, i caratteriagenzia assicuratrice di provenierezgiudizio di conformita della
praticae che tale indagine abbia dato luogo alla mutabile staistmppia(A, B)
con distribuzione di frequenze congiunte:

Giudizio— | Conforme Non conforme
Agenzial,

Ag. A 180 26

Ag. B 144 65

Ag. C 205 105

Desiderando indagare circa l'indipendenza statisticdetran.s. A = Agenziae
B = Giudizio, & sufficiente verificare se, per qualsiasiindiee 1,2,3ej = 1,2,3,

nlnJ

vale la relazione:;; = ——*. Dal momento che:

Tny.n.q 206 - 529
= = 150.31 # 180 =
n 725 7 =
possiamo affermare che la mutabile statistica doppia ptassomponenti dipen-
denti. Stando cosi le cose, calcoliamo il grado di dipemdera A e B ricorrendo

allindice normalizzato di Cramér. Osservando che appiio la (8.6):

SO | (S0
= N —_ =
X L 1nl 206 - 529 ' 206 - 196
1442 652 2052 652
—1) =30.7910
* 500520 T 206196 | 310529 ' 310-196 )

e chemax(x*) = min {725(3 —1);725(2 — 1)} = 725, sara:

/ 130.791
= (.2061
mazx( 725 = 0.200

Anche in questo caso la dipendenza tra le componenti la ieithtistica bivariata
(A, B) & piuttosto debole.

<
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Nel caso si operi su una variabile statistica bivari@taY’) per la quali I'insieme delle
modalita osservate e costituito da un elevato numeropmpiecdi modalita distinte, la ve-
rifica dell'indipendenza statistica tra le sue componefig\entuale calcolo degli indici
x? e V in base alle informazioni contenute nella distribuziondrdguenze congiunte,
implica il raccoglimento dei dati in classi di modalita.

Cruciale sara la scelta del numero e dellampiezza dedisstiper ciascuna componente
la v.s. bivariata, poiché puo produrre distorsioni, pitneno marcate, nelle conclusioni
dell'analisi.

> ESeEmMPIO8.9

Un’indagine condotta sui92 single a proposito del'ammontare della spesa men-
sile per generi alimentari e per abbigliamento, ha datoduakip variabile stati-
stica bivariata(X,Y) = spesa per generi alimentari, spesa per abbigliameoito
distribuzione di frequenze assolute congiunte:

X}Y— |100-4200 2004300 300400
100 - 200 24 18 12
200 - 300 16 26 34
300 - 400 4 14 44

Se osserviamo, ad esempio, che:

54 - 44 . ni. - N

— 924 #12.375 =
i 712375 = =5 n

possiamo senz'altro affermare che la v.s. dogpfaY’) ha componenti statistica-
mente dipendenti. La diversita delle v.s. condiziongte, &€ evidenziata dai primi

tre istogrammi di figura (8.3). L'ultimo istogramma ripddan figura & quello della

v.s. Y, che appare come “mistura” delle distribuzioni condiziena

Ai fini del calcolo dell'indice normalizzatd” di Cramér, ricorrendo alla (8.6), ab-
biamo innanzitutto:

3 3 2

2 "5
den (X -

ni.mn.;

i=1 j=1
s < 242 187 122 16 267 342

54-44+54-£’)8+£’)4-£’)8+76-44%—76-58%_76-58+

N 42 N 142 N 442
62-44  62-58  62-58

1> = 34.8949
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Altezze

Altezze
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Figura 8.3 Istogrammi delle v.s. condizionatér; e della v.sY’, esempio 8.9.

Risultando poimaz(x?) = 384, si ha:

2
X [31.8949
v max(x?) 384 0-30145

In questo caso il grado di dipendenza statistica tra le compila variabile bivariata

(X,Y) & piuttosto alta.

Si tenga ben presente che il raccoglimento dei dati indatido classi, agendo sulla
distribuzione marginale e quindi sulle frequenze congiuptid produrre distorsio-
ni, pit 0 meno marcate, nelle conclusioni circa l'inteasitella dipendenza tra le
componenti della v.s. doppia in esame.
A tal proposito, si immagini di accorpare le prime due clakdia v.s.Y nella sola
classel00 - 300. La distribuzione di frequenze congiunte diverrebbe:

X]Y— | 1004300 300400

100 - 200
200 300
300 - 400

42
42
18

12
34
44

193
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Per essa, come il Lettore puo verificare numericamenteyseébbey? = 27.7705 e
di conseguenz® = 0.38031.

<

Nel capitolo precedente, a proposito di una variabile stiaé bivariata X, Y"), & stato
introdotto il concetto di covarianza quale misura dellaiafitita congiunta tra le sue
componentiX eY. Sebbene su tale argomento torneremo piu oltre alloriffenteremo

il problema della regressione lineare, € importante gtioioeare la relazione esistente
tra i concetti diindipendenza statisti@acovarianzariassunta dalla seguente proprieta.

Proprieta 8.3Se(X,Y) e una variabile statistica a componenti statisticamertgpen-
denti la covarianza tr& eY e nulla.

<
Dimostrazione: ricordando che la covarianza théae Y puo essere nella forma
Cov[X,Y]=F[X Y] - FE[X]-E[Y]
e che nel caso di indipendenza statistica, per qualsiasend=1,...,rej=1,...,s,
si ha
nl-j = Tj
allora
I o l o n;.n.;
BX-Y]= ﬁzzxz‘yj”ij = ;Z Ty =
i=1 j=1 i=1 j=1
LS i S gy, = EX- B
S N o s — .
n 4 RN n 4 yj TL.]
=1 7j=1
per cuilatesCov[X,Y] = E[X]- E[Y] — E[X]- E[Y] =0. -

Si osservi, tuttavia, cheon vale la proposizione inversia altri termini se per le com-
ponenti la v.s. doppi&X,Y) risultaCov[X,Y] = 0, non necessariamené e Y sono
indipendenti dal punto di vista statistico.

> EsemPi08.10

Desiderando illustrare quanto detto a proposito dellezietee tra i concetti di in-
dipendenza statistica e di covarianza, cosi come riassiaita proprieta (8.3), si
considerino le due situazioni:
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* caso (a) sia (X,Y) una la v.s. bivariata con distribuzione di frequenze
congiunte:

XY= ly=1 y=2 y3=3
z1 =1 0 10 0
To = 2 10 0 10

Manifestamente essa ha componenti statisticamente dipgnuhfatti alcune
frequenze congiunte sono nulle. Per essa, inoltre si ha:

10? 102 102

2

=30 ~1) =30
X <10-10+10-20+10-20 >

Quanto alla covarianza, risultandg X ] = 5/3 e E[Y] = 2, abbiamo:

1 10
Cov[X,Y]:%(1-2-10+2-1-10+2-3-10)—3:0
* caso (b) sia (X,Y) una la v.s. bivariata con distribuzione di frequenze
congiunte:

X\LY—) y1:1 29 =2 y3:3
r1=1 5 5 5
To =2 10 10 10

Manifestamente essa ha componenti statisticamente imdiypdi, infatti le distribu-
zioni delle v.s. condizionate sono uguali. Pertapto= 0.
Quanto alla covarianza, risultandgj X | = 5/3 e E]Y| = 2, abbiamo:

1
COU[X,Y]:4—5(1-1-5+1-2-5+1-3-5+

10 10 10
+2:1-1042:2:1042:3-10) = & = & — 5 =0

La figura (8.4) riporta i diagrammi a bolle delle due distatmni di frequenze con-
giunte. Nonostante in entrambe le situazioni contemplatietsa un valore nullo del-
la covarianza, nel primo caso possiamo individuare un legaanie due componenti,
mentre nel secondo non emerge alcun legame tra le componenti

<
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Caso (a) Caso (b)
< < 5
x*=30 X*=0
Cov[X,Y]=0 Cov[X,Y]=0
© o © o o
s« o s o c @
ok o 1 J O
o - o 4
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
Xi Xi
Figura 8.4 Diagrammi a bolle, esempio 8.10.
8.2. INDIPENDENZA IN MEDIA

Quando si studia una variabile statistica mista oppure anabile statistica bivariata, e
possibile indagare circa un ulteriore tipo di indipendewnzsificare cioé se e soddisfatta
la seguente:

Definizione 8.4 (Indipendenza in media di” dalla m.s. A)
data una variabile statistica mista, Y') diremo cheY” e indipendente in media d& se
ler medie delle v.s. condizionaléa; sono uguali tra loro, cioé se

E[Y|a;)=... = E[Y|a;] = ... = E[Y]a,] (8.8)

O]
L'indipendenza in media € senza dubbio una condizione mestattiva rispetto all’indi-

pendenza statistica, se quest’ultima comporta 'uguagéiaelle distribuzioni condizio-
nate I'indipendenza in media richiede piu semplicementpiaglianza delle medie di tali
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distribuzioni. Evidentemente l'indipendenza statisiitglica I'indipendenza in media,

197

infatti, se le v.sY"|a;, hanno distribuzioni uguali necessariamente sono ugueliete loro

medie, non & vero tuttavia il viceversa.

Puo accadere che si presentino situazioni del tipo di gumlidenziate in figura (8.5)
nella quale vediamo che le forme degli istogrammi sono wifigé ma le tre distribuzioni
hanno medie coincidenti, per cui risulta verificata l'ingifglenza in media e non quella

statistica.

Tle, Y

v,

Elyo]

Figura 8.5 Variabili condizionate con medie uguali e distgioni differenti.

> ESeEmMPIOS.11

Da un’indagine condotta slir5 utenti di tre societa di telefonia mobile circa il nu-
mero di chiamate mensili al centro servizi clienti, risultae la variabile statistica
mista(A,Y) = {societa, # di chiama}e ha la seguente distribuzione di frequenze

assolute congiunte:

AlY=|0 1 2

Vodafone| 10 20 10
Tim 20 5 20
Wind 30 30 30
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Dal momento che, ad esempio:

Tn1.n.q 40 - 60
" 175~ 13T A0 =nn

possiamo affermare che le componeAtie Y della v.s. mista in esame sono tra
loro statisticamente dipendenti. Si lascia al Lettore lafica chey? = 15.1726 e

V' = 0.20821 nonché la rappresentazione grafica delle distribuziohé deriabili
condizionate.

Il fatto cheY sia una variabile statistica, ci autorizza ad indagareadimventuale
sua dipendenza in media da A tal fine, in accordo alla condizione posta dalla (8.8),
occorre calcolare e confrontare tra loro i valori medi dekevariabili condizionate
Y|CLZ'.

Facilmente abbiamo:

10:0+20-1+10-2

E[Yl]ai] = n 1
2000+5-1420-2

E[Yl]as] = - =1
30-0+30-1+30-2

E[Y]as] = o =1

Manifestamente la condizione (8.8) e soddisfatta e ptrfanssiamo affermare che
la variabile statisticd” e indipendente in media d&
Per inciso, si osservi che il valor medioXiie anch’esso pari &, infatti:

. 20-1410-245-1420-24+30-1+30-2
- 175 N

E[Y] 1

> ESEMPIOS.12

Un’indagine condotta sP20 individui circa lacondizione professionalgl) e I'am-
montare dellaspesa annua per spettacoli cultufal)), ha dato luogo alla variabile
statistica mistd 4, Y') con distribuzione di frequenze assolute congiunte:

AlY— | 0450 50-4100 1004150 150 4 200

Operaio 44 28 3 5
Impiegato| 24 16 14 6
Quadro 8 12 21 9

Dirigente 4 4 12 10
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Se si osserva, ad esempio, che:

Tn1.n.q 80 - 80

n 220

siamo in grado di affermare che le componefig Y della variabile statistica mista
in esame non sono tra loro indipendenti. In figura (8.6) sgquurtati gli istogrammi

delle distribuzioni di frequenze delle v.s. condizion&tg;. Lasciamo al Lettore la
verifica numerica chg? = 59.8424 e V = 0.30112.
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Figura 8.6 Istogrammi delle v.s.
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condizionaté;, esempio 8.12.

Data la natura dY’, ci pare del tutto lecito indagare circa la sua eventualerdipnza
in media daA. A tal fine, in accordo alla condizione posta dalla (8.8),cooe
calcolare e confrontare tra loro i valori medi delle variatdndizionateY | a;.

Arricchita la precedente tabella con le distribuzioni nieadj di A e individuati i
centri di classe che rappresenteranno le modalita: di

199
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ALY— | 0450 504100 100150 150 200
Y1 = 25 Y2 = 75 Y3 = 125 Y4 = 175
Operaio 44 28 3 5 80
Impiegato 24 16 14 6 60
Quadro 8 12 21 9 50
Dirigente 4 4 12 10 30
siamo in grado di ottenere i valori medi delle i§.a;:
44 -25+28-75+3-12545-175
E[Y|a1] = + ;) + — 55.625
24-25416-75+14-1254+6-175
E[Y|as] = + 20 i — 76.667
8-20+12-75+21-1254+9-175
E[Y|a3] = i +50 * = 106.000
4-25+4-75+12-1254+10-175
E[Y]ay = =227 +30 + — 121.667

Palesemente la condizione (8.8) non & soddisfatta comémsiecanche dalla figura
(8.6) e, pertanto, possiamo affermare che la variabilésttat Y € dipendente in
media daA.

<

8.2.1 MSURE DELLA DIPENDENZA IN MEDIA

Qualora la variabile statistic& non fosse indipendente in media dalla mutabile statistica
A, potrebbe essere interessante misurare il grado dellaperadinza in media da.

Al fine di pervenire ad un indice di dipendenza in media, appkal tutto ovvio prendere
le mosse dalle medie condiziondf§Y |a;] € misurarne la variabilita. Infatti, in base alla
(8.8) nel caso di indipendenza in mediaydda A, la variabilita delle medie condizionate
sarebbe nulla.

Se consideriamo le variabili statistiche condizionatg|a;, per ciascuna di esse, come
gia si & detto, € possibile calcolarne valor me#id’|«;] e varianza/[Y|a;]. Tali misure,

al variare delle modalita di, descrivono altrettante variabili statistiche dette breente
medie condizionatevarianze condizionatd indicate, rispettivamente, c@iy 4 € Vy 4.

In particolare, poi:

* lav.s.medie condizionatka distribuzione di frequenze:

_ JE[Y|ai]
EYA:{ ;. }il r

=1,...,
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Per essa appare del tutto evidente calcolarne valor medioanea. A tal propostio
abbiamo:

Ey|A ZE Y'|CI,Z n;. = Z%Zyjnm n;. =
i=1 " j=1
= % Z Z yjni; = E[Y] (8.9)

i=1 j=1
il che significa che il valor medio dellemedie delle variabili statistiche condizio-
nateY |a; viene a coincidere con la media della W5.

Forti di tale risultato, osserviamo che se & verificata ladiione di indipendenza
in media, allora la condizione posta in (8.8) implica= 1, ...,r, 'uguaglianza
E[Y]|a;] = E[Y].

Quanto alla varianza diy 4, risulta:

T

VIByial = - S (B |a] — BIY]ne (8.10)

=1

Evidentemente se la v.§’ risultasse indipendente in media dalla m4s.allora la
varianza dify| 4 sarebbe nulla.

la v.s.varianze condizionatea distribuzione di frequenze:

_ JV[Y]ai]
VY'A:{ ;. }z‘:1 r

.....

e per essa ci limitiamo a calcolarne il valor medio, che tasul

E[Vya] = %ZV Y|a;] ni. = Z — Z E[Y|a))nijn;. =

S Z Z E[Ya;])*n; (8.11)

21]1

Si noti che in generale la media della varianza condiziomata € uguale alla
varianza diY’, risultando, come vedremo tra podod|ly 4] < V[Y].

Da quanto esposto, risulta evidente che una miassolutadel grado di dipendenza in
media diY rispetto adA ci € offerta dalla varianza delle medie condizionat@fy 4],
che, come si disse, € nulla solo nel caso di indipendenzadian
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> ESEMPIO8.13

Riprendendo la situazione di cui allesempio 8.12, & imiawedaccertarsi che la
distribuzione della v.s. medie condizionate risulta:

o [ElY]a] _ [55.625 76.667 106.000 121.667
VAT e ., L 80 60 50 30

Per tale variabile statistica si ha valor medio:

E[Ey|] = ZE [Vl]a;] ni. =

B (55.625 -80 + 76.667 - 60 4+ 106.000 - 50 4+ 121.667 - 30)
- 220 N

— 81.818 = E[Y]

Quanto alla varianza dky |4, questa puo essere calcolata come di consueto cioe
VI[Ey|4] = E[E)%‘A] (E[EY‘A])Q. Pertanto, risultando:

By 4l = ZE [Vai]? ni. =

B (55.6252 -80+ ...+ 121.667% - 30)
B 220

saraV [Ey 4] = 7300.370 — 6694.185 = 606.185.

= 7300.37

<

Analogamente all'indice di dipendenza statisti¢ala varianza delle medie condizionate
poco dice circa l'intesita del legame di dipendenza in meﬁipossibile giungere ad un
indice normalizzatpin grado quindi di misurare I'intensita della dipendemzanedia,
semplicemente sfruttando la seguente proprieta delladivaa totale” della v.sY, detta

di scissione della varianza

Proprieta 8.4Data la variabile statistica misfal, V), la varianza della sua componente
Y e data dalla somma del valor medio delle varianze condié@npiu la varianza delle
medie condizionate, in simboli vale cioé I'uguaglianza:

VY] = E[Vyja] + V[Ey4] (8.12)

(per la dimostrazione, cfr. paragrafo 8.3).
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A commento osserviamo che:

* il valor medio delle varianze condizionate e uguale allaarea diY” se e solo se
Y e indipendente in media d&, in tal caso infatti risultd/[Ey 4] = 0 e dunque
solo in questo cash[Vy 4] = V[Y];

* la varianza delle medie condizionate non puo essere mamng@a varianza totale
di Y, cioeV[Ey 4] < V]Y].

Tale ultima osservazione ci permette di costruire un indmenalizzato di dipendenza in
media, dettaapporto di correlazione eta quadro di Pears@finito come segue:

Definizione 8.5 (Rapporto di correlazione;? di Pearson)

data una variabile mistgA,Y") il rapporto tra la varianza delle medie delle variabili
Statistiche condizionaf€|a; e la varianza totale della variabile statisticaviene detto
rapporto di correlazione Eta quadro di Pearson, in simboli:

2 V[EY\A]

Tly|a = W (8.13)

O

> ESEMPIO8.14

Con riferimento alla variabile statistiogd,Y") introdotta al’esempio 8.12, per la
qualeV[Ey 4] = 606.185 (cfr. esempio 8.13) e, come il Lettore puo facilmente
verificare,V[Y] = 2794.421, il rapporto di correlazione2 di Pearson risulta;

. V[Byja  606.185

WAT Tyy] T 2794421

il che denota una debole dipendenza in medi dia A.
<

Ricordando la proprieta della scissione della variangassibile verificare che il rapporto
di correlazione di Pearson puo essere posto nella forma:
EVy|a]
2 |A

(8.14)

Inoltre, &€ immediato verificare chlie< 7732/‘14 < 1, infatti:
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* 7712/\14 > .0 perch.é‘rapporto fra due guantita sicuramente positiv@fefp: 0 quando
le medie condizionate hanno varianza nulla,

* Mypa <1 perché il numeratore € minore, o al piu uguale, al denatone.

Osserviamo, infine, che nel caso di indipendenza in mgdia= 0, mentre la situazione
di massima dipendenza in media si ha quanglg, = 1, cio comporta infatti che la
variabilita della v.s.Y sia interamente dovuta alla variabilita delle medie coiuthate
dovendo esserg[Vy 4] = 0 e di conseguenzE[Ly 4] = V[Y].

E interessante notare che nel caso si operi su una variaailstisa bivariatg X,Y), a
componenti statisticamente dipendenti, € possibilegada sulla base della distribuzione
di frequenze congiunte, circa I'eventuale dipendenza idiendi Y da X e parimenti di
X day.

Evidentemente, ricordando la definizione (8.4), in taleastone diremo che:

* Y e indipendente in media d¥ se risulta soddisfatta, per qualsiast 1,...,r, la
condizione

ElY|r|=...=EY|x] =... = E[Y|z,] (8.15)

* X eindipendente in media da se risulta soddisfatta, per qualsiast 1,.. ., s, la
condizione

EX|y) =... = E[X|y;] = ... = E[X]|y,] (8.16)

Manifestamente, se entrambe le condizioni (8.15) e (8.08) fossero verificate, po-
tremmo misurare l'intensita del grado di dipendenza inimedlY da X e di X daY
ricorrendo, rispettivamente, al rapporto di correlazighdi Pearson:

o _ VIEyx] o _ VIExy]
y|ix = VY] x|y = VIX]

Va da sé che i due rapporti di correlazione non necessani@xaeincidono, cosi come la
dipendenza in media di da X non esclude ch& sia indipendente in media da

E bene tenere a mente che nel caso si operi su due varialigitistae, siano esse di-
screte o continue, la costruzione della distribuzioneetiienze congiunte non € sempre
immediata e spesso ci si trova a dover raccogliere i datviddali in classi. Tale compro-
messo e dovuto non solo all’esigenza di sintetizzarei€me dei dati individuali della
v.s. (X, Y') bensi a quella di poter disporre delle v.s. condiziongte o X |y;.
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> ESEMPIO8.15

La rilevazione dellastatura(in cm) e delpeso corporedin kg) su un gruppo dioo
individui, ha dato luogo all'insieme di00 coppie di dati individual(Z, 3 ), il cui
diagramma a dispersione & proposto in figura (8.8, panagllo

Variabile statistica X Variabile statistica 'Y
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Figura 8.7 Distribuzioni di frequenze marginalilie Y, esempio 8.15.

Desiderando studiare la dipendenza tra le XXs= staturae Y = peso corporeo
introduciamo la variabile statistica bivarigt&, Y') dopo aver raccolto, per ciascuna
sua componente, i dati individuali in classi, si che leribsizioni marginali diX e

Y presentino I'aspetto di figura (8.7). Consci che tale modordcedere € a scapi-
to di una perdita di informazione, otteniamo la seguentgibizione di frequenze
congiunte:
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XlY — 50 60 60 - 70 70 4 80 80 190
(y1 =55) (y2=065) (y3=75) (ys=85)
150 4160 (x; = 155) 2 0 0 0
160 4 170 (2 = 165) 9 8 1 0
170 4180 (z3 = 175) 9 34 14 0
180 4 190 (4 = 185) 1 8 10 2
190 4200 (x5 = 195) 0 0 2 0

la cui rappresentazione grafica e proposta in figura (8/&)glbo b). Si noti che:
E[Y]=66.00 V[Y]=55.00 E[X]=175.30 V[X]=54.91

Manifestamente le componenti la v.s. dopflé Y') non sono statisticamente indi-
pendenti, e cid per la presenza di frequenze congiunte,nall esempia ;3 = 0.
Come il Lettore pud facilmente verificare per via numerisiaha x> = 39.223 e
V =0.313.

Tale considerazione ci permette di affermare che esisteltecosa del tutto ovvia,
un legame direttamente proporzionale tra il peso corpotas&tura degli individui
osservati.

Una lettura del diagramma a dispersione di figura (8.8, demb& suggerisce l'e-
sistenza di una dipendenza in medialdida X, ed infatti le medie condizionate
E[Y |x;] risultano:

E[Y |21 = 155] = 55.000 E[Y|zy = 165] = 60.556
E[Y |z3 = 175] = 65.878 E[Y |z, = 185] = 71.190
E[Y|z5 = 195] = 75.000

Dal momento, poi, chéf[Ey‘X] = 15.042, si avrémff‘x = (0.2735, il che conferma
I'esistenza di una discreta dipendenza in medi¥ dia X .

In modo del tutto analogo, sempre in base al diagramma ardispe di figura (8.8,
pannello b), intuiamo I'esistenza di una dipendenza in mddX daY’, ed infatti:

E[X|y1 = 55] = 169.286 E[X|ys = 65] = 175.000
E[X|ys = 75] = 179.815 E[X|ys = 85] = 185.000
EssendoV[EX‘y] = 15.026, si avrangqy = 0.2737, risultato che conferma la

discreta dipendenza in media tra la statura e il peso carpa@yvviamente da un
punto di vista pratico tale relazione di dipendenza ha scatgresse. Si noti che
la discrepanza tra§|X engﬂy tende a diminuire se le medie condizionate tendono
ad allinearsi lungo una retta. La figura (8.9) riporta i deagmi a bolle delle medie
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Dati individuali (a) Dati individuali raccolti in classi (b)
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Figura 8.8 Diagramma a dispersione delle cofpig 7.) € (x;, y;), esempio 8.15.

delle distribuzioni condizionat¥ |z; e X |y;. La grandezza dei simboli per i punti di
coordinate(z;; fty ;) € (Hx|y, y;j) € proporzionale alle numerosita, rispettivamente,
ni. €n.j.
Osserviamo, infine che la scelta del numero e dell’'ampieela dlassi per ciascu-
na variabile statistica, passo necessario ai fini dellarezishe della distribuzione
di frequenze congiunte e cid ai fini della verifica della petidenza statistica e in
media tra le componenti la v.s. bivarigt&, Y'), si rivela ancora una volta cruciale
poiché puo produrre distorsioni, pill 0 meno marcatderenclusioni dell’analisi.
Possiamo affermare, che qualora si scegliesse un numeuoedii classi, il valore
di 7712/|X (odi 77%(‘1/) tenderebbe ad annullarsi, mentre all’aumentare delksicésso
tenderebbe all'unita. Tale certamente € il caso qualssa genisse calcolato sui dati
individuali.

<

Concludiamo osservando che qualora la componente, ad esexngi una variabile sta-
tistica sia di tipo discreto ed interessi indagare circaifendenza in media di” dalle
modalitax; di X, non € necessario procedere al raccoglimento dei datvichdili in
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Figura 8.9 Medie delle v.s. condizionatgz; e X|y;, esempio 8.15.

classi. Tale e il caso di molte situazioni sperimentaligegenti in campo fisico, chimi-
co, medico, ecc..., in cui interessa indagare circa i vassunti da una variabile con-
tinuaY, abitualmente detta&ariabile rispostain corrispondenza a particolari modalita,
generalmente dettevelli, di una variabile di controllo, dett@ttore

> ESEMPIO8.16

Supponiamo di avere rilevato su di un collettivo statistiostutito da20 mutuati
di uno studio medico ihumero di visite annue I'eta e ottenendo la v.s. doppia
(X,Y) = {numero di visite annyetd il cui insieme dei dati individuali sia:

{(Zai Ua) tamr,...20 = { (1;30),(2;36), (6; 72), (5;65), (3;55),
(1;27), (3;48), (15 25), (6; 74), (2; 37),
(5;67), (6;60), (5;63), (6;75), (5; 56),
(1;27), (55 62), (2; 39), (3;58), (1;35) }
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Dati individuali Dati individuali e medie condizionate
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Figura 8.10 Dati individuali e valori medi delle v.s. condizateY |z, esempio 8.16.

Desiderando verificare se esiste una relazione tra I'eétadeiati ed il numero annuo

di viste ambulatoriali, possiamo ricorrere ad un sempliegmhmma a dispersione
dei dati individuali, cosi come evidenziato in figura (§.1Dalla sua lettura, appare
evidente I'esistenza di una dipendenza statistica noimch&dia tra le componenti

la v.s. doppia(X,Y). La stessa figura riporta il diagramma a dispersione dei va-
lori medi delle v.s. condizionat&|z,, chiaramente tutti diversi tra loro. Infatti,
lasciando al Lettore I'onere delle verifica numerica:

E[Y |z, = 155] = 29.250 E[Y |z = 165] = 37.334
E[Y |z = 175] = 53.667 E[Y |z4 = 185] = 62.6
E[Y |z5 = 195] = 69.000

Volendo quantificare il legame di dipendenza in media, eks&fY] = 254.340 e
V[Ey|x] = 236.376, abbiamonff‘x = 0.9294 a conferma della forte dipendenza in
media traY” e X. Come ci si poteva aspettare, I'eta media dei mutuati pascere
all'aumentare del numero di vistite ambulatoriali.

Saremmo giunti a risultati analoghi, senza perdita di imi@zione, se avessimo co-
struito la distribuzione di frequenze congiunte della (5, Y'), scegliendo di racco-
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gliere le modalita osservate Hiin queste tre particolari classi di §20; 40], ]40; 60]

e]60; 80]:
X1lY — 120440 40460 6080
1 4 0 0
2 3 0 0
3 0 3 0
) 0 1 4
6 0 1 4

Lasciamo al Lettore la verifica numerica dei risulféti= 0.8602 enf/'X = 0.9197.
<

8.3. ALCUNE UTILI DIMOSTRAZIONI

Nel seguito presenteremo le dimostrazioni di due propreée abbiamo sfruttato ai fini
della costruzione degli indici normalizzatidi Cramér eﬁm di Pearson.
Il massimo di y2

Ci proponiamo di dimostrare la proprieta (8.2) che affeaha qualunque sia la variabile
statistica mista in osservazione, risulta:

x> <min{ n(s —1);n(r—1) }

Occorre, palesemente, trovare una maggioraziongpese consideriamo 'espressione
corrispondente alla (8.6), e cioe

T s 2
2 _ M
Y>=n (Z Z o 1 (8.17)
i=1 j=1 J
si trattera di trovare una maggiorazione per la quantita
T s nzz

Sy 6.9

— = n;. n.j

=1 j=1

Ricordando che per definizione e per qualsiasi indiee 1,...,7rej = 1,...,s sara
n;; < n,., possiamo affermare che

2
n;; < ni;n,.
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A questo punto, sommando su ciascun indieg per la (8.18) varra la maggiorazione:
Nii M. L1« *n.;
ZZn <ZZ PR Di) DL AP Witk
=1 j=1 =1 j5=1 7=1 =1 7=1
Tornando, quindi, alla (8.17), abbiamo:
x* <n(s—1)

In modo del tutto analogo, osservando che per qualsiasiende 1, .. ., s per definizio-
ne si han;; < n.;, sara

2
Nij < Mg
per cui sommando su ciascun indicej per la (8.18) varra la maggiorazione:
1] < nl] n] —
Yy ZZ —Z Znu— =
. n;.n n;. . n;.
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
donde il risultato
2 <
X" <n(r—1)
Dovendo essere verificate entrambe le diseguaglianze|aitbsi, cioe:

2 <min{n(s—1); n(r—1)}

Scissione della varianza

Ci proponiamo, ora, di dimostrare la proprieta (8.4), cheswotto il nome discissione
della varianz& afferma che, data la variabile statistica m{staY’), la varianza della sua
componentg&” & uguale dalla somma del valor medio delle varianze coowi#e piu la
varianza delle medie condizionate, cioe in simboli valgliaglianza:

VY] = E[Vya] + V[Ey|a]

Al fini della dimostrazione, ricordando la definizione dirzanza diY

- % D> (y— EY)?ny (8.19)

i=1 j=1
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il trucco consiste nel sommare e sottrarre alla componeuselratica della (8.19) la
quantitaF[Y|a;], cioe:

= S (- By =

i=1 j—l

= —ZZ E[Yla;]) + (B[Y|a;) — E[Y)))" ny;
=1 j5=1
Sviluppando il quadrato e distribuendo le sommatorie, lA9Bviene ad essere espressa
guale somma di tre addendi:

V[Y] = —ZZ Y|al nij‘F

zljl

4 ZZ E[Y|a)]) - (E[Y|ai] — E[Y]) ng+

21]1

+ = ZZ Y |a;] — E[Y])? ny;

i=1 j=1
Se consideriamo ciascun addendo separatamente, abbiamo:

* il primo addendo, ricordando la (8.11), coincide con il vaitedio della distribu-
zione delle varianze condizionate, infatti:

—ZZ E[Y|a])* nyj = ZVY|aZ ni. = E[Vy|a]
=1 j5=1
* il secondo addendo & nullo, infatti:

_ZZ EY|a]) - (E[Y @] — E[Y]) ni; =

zljl

= — Z Y|al Y|al N = 0

Z'] 1

dal momento che

—_— Z Y|CLZ T
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e nullo per qualsiasi= 1, ..., r in quanto media degli scarti dal valor medio della
v.s. condizionatd’|a;.

* infine il terzo addendo viene a coincidere con la varianzkai$tribuzione delle
medie condizionate CioE|Ey 4], infatti:

r

n ZZ Ylai] = E[Y])* ny; = %Z( Ya;] — an —

Zl]l =1

= = Z [Ya;] — E[Y])* ni. = V[Eya]

8.4. ILFOGLIO ELETTRONICO

Riprendiamo la distribuzione di frequenze congiunte deilatabile statistica bivariata
(A, B) = {Cittadinanza, Categoria lavoratlvdel file dipendenti.sxc gia individuata
nel capitolo precedente e determiniamo le distribuzioriietjuenza delle due m.si|b;
nonché i valori diy? e VV di Cramer.

Inizialmente copiamo écolliamo come valorin una nuova cartella la tabella della di-
stribuzione di frequenze congiunte restituita dalla pdocaData Pilot  cosi che le
celle che la compongono contengano numeri e non formulefigira 8.11).

Per ottenere la distribuzione di frequenze relative della i@ategoria lavorativaondi-
zionata alla modalita; = nodella m.s. Cittadinanzaabbiamo posto nell’intervallo di
celleD8:F8 le modalita distinte della m.<ategoria lavorativa nell'intervalloD9:F9
abbiamo posto le frequenze ad esse associate inserendseragie, nelle celld®9 la
formula=B3/$E$3 . In modo del tutto analogo abbiamo posto nell'intervallacdile
D12:F13 la distribuzione di frequenze relative m.€ategoria lavorativeondizionata
alla modalitaa, = si.

Per il calcolo diy? ci siamo basati sulla, ormai ben nota formula

=n R
* i—1 g1 Tl

al fine di ottenere il valore numerico della doppia sommatate in essa compare,
abbiamo inserito nella cellB9

=B3" 2/(E3*B5)+C3 2/(E3*C5)+D3 2/(E3*D5)+B4 2/(E4*B5)+ C4 2/(E4*C5)+D4 2/(E4*D5)
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Figura 8.11 Misure di dipendenza statistica per la fCéttadinanza, Categoria)

cosi, pery?, abbiamo inserito nella cellB10 la funzione=E5+ (B9-1) . Osservando
che il massimo di? &, in questo caso, pariail valore diV di Cramér nella cell®11 &
dato dalla funzioneB10/ES5 .

Riprendendo ora la variabile statistica misth Y) = {Sesso, Stipendio attualeindi-
viduiamo dalla distribuzione di frequenze congiunte lerhszioni delle due variabili
condizionate"|z; e Y|z, (cfr. figura 8.12), procedendo analogamente a quanto fatto p
le mutabili precedenti.

Al fine di calcolaren;, , usando la consueta formula

2 V[EY\A]
77Y\A - V[Y]

determiniamo inizialmente media e varianza della¥.snserendo nelle cells el7 le
formule rispettivamente

=(B2*B5+C2*C5+D2*D5+E2*E5+F2*F5+G2*G5)/H5

=(B2" 2*B5+CZ 2*C5+DZ 2*D5+EZ 2*E5+FZ 2*F5+GZ 2*G5)/H5-16" 2
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Figura 8.12 Misura di dipendenza in media per la {&esso, Stipendio attuale)

Per quanto riguarda la media delle variabili condizionéta; abbiamo inserito nelle celle
19 ell2 le funzioni

=B9*B10+C9*C10+D9*D10+E9*E10+F9*F10+G9*G10
=B12*B13+C12*C13+D12*D13+E12*E13+F12*F13+G12*G13

Infine la formula=((19"2 *H3+112"2 * H4)/H5-16"2)/17 inserita nella celld14
restituisce il valore diy. ,.

Si invita il Lettore a ripetere il calcolo dj? ,, a partire dalle varianze delle variabili
condizionate, poste nelle cell®0 el13 , utilizzando la formula opportuna.

8.5. BEsSERcCIzI

> ESERCIZIO 8.1

La rilevazione del numero di dipendenfX] e del fatturato giornaliero¥{), su un
collettvo statistico costituito d&0 esercizi pubblici ha dato luogo alla seguente
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distribuzione di frequenze congiunte:
X] Y — 200-400 400800 8001000 1000 2000

1 10 5 2 0
2 4 12 2 1
3 1 2 11 3
4 0 1 6 10

verificare se le componenll e Y possono ritenersi statisticamente indipendenti. In
caso contrario calcolare I'indice normalizzatodi Cramér.

<

> ESERCIZIO 8.2

Con riferimento alla situazione descritta al punto preoésléesercizio 8.1), calcola-
re 7712/\)(1 Cov[X,Y] ep e se ne dia un’interpretazione.
<

> ESERCIZIO 8.3

Da un’indagine condotta %90 studenti universitari, residenti nella cintura torinese,
circa il sesso e il mezzo di trasporto abitualmente impiegat recarsi in Facolta si
e ottenuta la m.s. bivariatgd, B) = {sesso, mezzo di traspofteon distribuzione

di frequenze congiunte:

Al B — | Pubblico Auto Scooter
Femmina 120 60 44
Maschio 275 103 88

Si verifichi I'indipendenza statistica tra le componeste B. In caso di dipendenza,
si proceda al calcolo dellindice normalizzatodi Cramér e si tenti un’interpreta-
zione del fenomeno.

<

> ESERCIZIO 8.4

Calcolare media e varianza della componeritei una v.s. mistg A,Y") sapendo
che:

ty|a, = 4/9 a@m =20/81 n;. =9

Hyla, =1/3 031, =2/9  n2.=3

[ry|as =0 03/'&3 =0 n3. =3
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> ESERCIZIO 8.5

Posto che la v.s. bivariatg, Y') abbia distribuzione di frequenze congiunte:

X} Y=o [-1 0 1
1 £ 1 0
0 2 6 2
1 0 1 4

si individui la distribuzione di frequenze congiunte della. bivariata(\W, 7), dove
siépostolV = X — E[X|eZ =Y — E[Y]. Verificare, inoltre sgW, Z) ha
componenti indipendenti dal punto di vista statistico e edia.

Si calcoli, infineCov|[W, Z]

> ESERCIZIO 8.6

Con riferimento alla variabile statistica bivariata di alliesercizio (8.5), individuare
la distribuzione di frequenze congiunte della v.s. dogpiall’), dove

X — Y —
() )
ox oy
e si verifichi se essa ha componenti indipendenti dal puntastih statistico e in

media.
Si calcoli, infineCov[U, W] e p*.

> ESERCIZIO 8.7

Posto che la v.s. bivariatg, Y') abbia distribuzione di frequenze congiunte:

Xl Y= |0 1
-1 30
0 1 4
1 0 5

calcolareny, ., Cov[X, Y] ep.
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> ESERCIZIO 8.8

Da un censimento di imprese artigiane del settore manifattu si € rilevata la
seguente v.4.X,Y) dove:

X = {tributi versati nell’anno 2004in euro
Y = {volume degli affari nell'anno 2004in migliaia di euro.

con distribuzione congiunta di frequenze assolute:

X|lY— | 04100 100-200 200 -4300 300 -500
0 —30 8 2 0 0
30 -460 3 20 9 1
60 —90 1 25 55 37
90 150 0 3 7 10
Si proceda a:

% verificare l'indipendenza statistica e calcolarg
* Verificare I'indipendenza in media & da X e calcolareq%‘x;
* calcolare la covarianza ttd e Y e successivamenie

> ESERCIZIO 8.9

Con riferimento alla situazione descritta all’'esercizi8,&i considerino le variabili
statistiche condizionat® |z, e Y|z4. Per ciascuna di esse si costruisca il rispettivo
istogramma e successivamente il diagramma a scatola e baffi.

<



CAPITOLO 9

REGRESSIONE LINEARE

In questo che & 'ultimo capitolo dedicato alla statistisescrittiva daremo alcu-
ni concetti di regressione lineare. Verranno determinadirametri della retta in-
terpolante secondo il metodo dei minimi quadrati e il coracdiregressione sara
introdotto con l'ausilio di un esempio. Al fine di definire befficiente di deter-
minazioneR? quale misura di bonta di adattamento del modello ai datirsar
enunciate e dimostrate alcune proprieta dei residui diessjpone. Si perverra
infine all'interpretazione del coefficiente di correlazdineare, il cui quadrato,
nel caso di retta di regressione, coincide con il coeffig@htdeterminazione.

9.1. INTRODUZIONE

Alla luce di quanto proposto nei capitoli precedenti, temid ora di tradurre in forma
funzionale il legame di dipendenza che puo intercorreréetcomponenti di una variabi-

le statistica bivariata. A tale fine opereremo sull'insietedie coppie di dati individuali

(ZTa, Ja)a=1,...n, della variabile statistica bivariafaX,Y) per cui risulti evidente una re-
lazione tra le sue componenti. Piu precisamente supporira modalita assunte sul
collettivo statistico dalla componente possano essere spiegate e riassunte mediante un
modello analitico dalle modalita assunte dalla compaomént

Si immagini che le coppie di dati individuali,; Jo)a=1...» di una v.s. bivariata pos-
sano essere rappresentati graficamente sul piano cadeasi@diante un diagramma a
dispersione. Il problema consiste nella:

* scelta del modello matematico, generalmente un modelkata nei parametri
Y = f(Z4;a4,...,ay), ritenuto pit idoneo alla descrizione sintetica del legam
funzionale tra le componenti e X della v.s. bivariatd X, Y);

* determinazione dei valori dei parametri del modello in adooad un prescelto
criterio.
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Quanto al primo punto, osserviamo che esso deve essere diisestruttura e al con-
tempo deve evidenziare la “tendenza” della relazione tgadaedezze in gioco.

Quanto al secondo problema, ovviamente potremmo scegliénelividuare i parametri

del modello prescelto semplicemente ipotizzando che aszighé passare per tutti gli
punti di coordinatéy,; z, ), passi solo per alcuni punti del diagramma a dispersione.

A tal proposito, la figura (9.1) riporta il diagramma a dispene di una possibile situa-
zione. Se si osserva la “nuvola di punti” di coordinégg; 7., ), appare del tutto naturale
supporre che il legame funzionale tra le Wse X possa ben essere rappresentato da una
retta, cioé si suppone valga la relazidrie= ag + a; X.

N N
Yo =2+Xq Yo =4.33+0.55%,
N N
— —
o | o |
— —
0 0
S © A S © -
< <
SV ~ 4
o - o J
[ T T T T 1 [ T T T T 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Xa Xa

Figura 9.1 Diagramma a dispersione e possibili rette iolaryi.

Il problema e ora quello di determinare il valore dei parameg e a; del modello. Sempre
con riferimento alla figura (9.1), osserviamo che:

* il pannello (a) propone quale modello quello della rettespage per i punti di coor-
dinate(z, = 2;9; = 4) e (&4, = 8;74 = 10); si ipotizza cioe che il modello sia
Y =2+X;
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= il pannello (b) propone quale modello quella della rettaglobalmente passa “tra”
tutti i punti (Z.; 9.); Si ipotizza cioé che il modello sigl = 4.33 + 0.55 X.

Definito modelloy” = f(X;ayg, ..., ay) lineare nei parametti,, conh = 0,...,m < n,
abitualmente siricorre al criterio, detto deinimi quadratj che permette di individuare il
valore dei parametri in modo che essi minimizzino la somni@dadrato delle distanze
tra i punti di coordinatéz,; v.) € (Za; Ua)-

9.2. IL METODO DEI MINIMI QUADRATI E LA RETTA DI REGRESSIONE

Scelto il modello funzionale, il criterio a cui si fa abito@ante ricorso in ambito statistico
e quello che che va sotto il nome mietodo dei minimi quadrati

Esso consente, per un dato moddligt,,; ao, . . ., a,,), di determinarne I'insieme dei pa-
rametri{ay, }n—o....m in Modo che essi minimizzino, nell'ambito di quella famaydi cur-
ve, il quadrato degli scarti tra i valori osservajj) e i corrispondenti valori teoriciy,),
cioe desunti dal modello stesso.

Definizione 9.1 (Metodo dei minimi quadrati)

scelto quale legame funzionale tra le componenti di unabée statistica doppiaX,Y’)

un modelloY = f (X;ag,...,a,), il metodo dei minimi quadrati individua, sulla base
dell'insieme dei dati individual(Z; §a) Ya=1....n, i valori dei parametri in modo che essi
rendano minima la funzione:

n

w(ag,...,an) :Z (gja—f(fa;ao,...,am))2 (9.1)

a=1

O

Se quale legame funzionale tra le componenti di una vaeadtistica bivariataX, Y)
si scegliesse il modello lineare

A

V=ay+a X (9.2)

applicando la definizione (9.1), i valori dei parametre a; secondo il metodo dei minimi
guadrati sono individuati minimizzando la funzione

n

¢ (a0, ar1) = Y (Jo — a0 — a1 7o) (9.3)

a=1
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La minimizzazione della (9.3) comporta la risoluzionepeto ai due parametti, € a4,
del seguente sistema di equazioni (per la ricerca dei ptagioari):

0 4 (a07 a’l) =0
600 N
9.4
a 2 (a07 a’l) =0 ( )
8a1
Dal momento che le due derivate prime parzialpdii, a; ) risultano
380 ao,al -
R P = 22 o0 — Qg — Q1 Ty,)
3g0 (a’Ou al) u - _ ~
~9a, = —2 ;(?/a—ao—fhxa) T
il sistema di equazioni (9.4) assume la forma
Z(ﬂa—ao—alfa) =0
ot (9.5)
S (o — a0 — ar#a) Fa =0
a=1

e viene dettsistema delle equazioni normali
Dividendo, ora, ambo i membri delle equazioni pex distribuendo le sommatorie che vi
compaiono, il sistema (9.5) diviene

<zn:??a—nao—a1 if@) =0

a=1 a=1

<§§:gajac_'a02§:ja'_(hji:fi> =0
a=1 a=1 a=1

per cui, ricorrendo all’operatorg| - |

{%+m B[X] = B[Y] ©.6)

S|

S

ao E[X] + ay E[X? = E[X - Y]

Ai fini della risoluzione rispetto ad, e a; del sistema di equazioni (9.6), conviene porre
il sistema stesso nella forma matriciale

Xa=y
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dovea = [ag,a;]" & il vettore delle incognitey = [E[Y], E[X - Y]]" il vettore dei
termini noti ed infine

x= lE[IXJ 5[@1}

rappresenta la matrice dei coefficienti del sistema stesso.
Se si osserva chéet(X) = E[X?] — (E[X])? = V[X], sfruttando la regola di Cramer, il
coefficiente angolare della retta risulta

1 E[Y]
. det lE[X] E[X-Y]] _E[X-Y]-E[X]-ElY]
b VIX] N VIX] N
~ Cov[X,Y]
-V (9.7)

Quanto al parametra,, esso puo essere ottenuto in funzioneidiinfatti dalla prima
equazione del sistema (9.6) si ha

ao = E[Y] — a1 E[X] (9.8)

A commento delle soluzioni ottenute per il modello integrakY = ag + a; X, osser-
viamo che:

* il segno del coefficiente angolare della retta interpolanteinimi quadrati € deter-
minato da quello della covarianza tra le componenti la \nartata( X, Y);

* qualora la covarianza trd e Y risultasse nulla, il che implichereblbg = 0, dalla
(9.8) risulterebbé&” = E[Y];

* la retta interpolante ai minimi quadrati passa sempre ppuiiito di coordinate
(ux; py). Infatti, postor = uy, risultaY = EY| — ay pux + a1 ppx = py;

% il valor medio della v.sY coincide con il valor medio di’, infatti

~

E[Y] = E[a,o + a; X] =ag+ a E[X] =
= E[Y] — ay E[X] + a; E[X] = E[Y] (9.9)
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> ESEMPIO9.1

Siimmagini che la rilevazione siB autovetture di piccola cilindrata ad alimentazio-
ne a benzina, circa la cilindrata in (éjred il consumo di carburante (litd 100 km)
abbia dato luogo alla v.s. bivariatX’, Y') = {cilindrata, consumpcon insieme dei
dati individuali:

{(ia; gja)}a:17,,,713 :(1050; 4.6), (1055; 5.1), (1075; 4.9), (1075; 5.0),
(1095; 4.8), (1100; 5.2), (1125; 5.4), (1165; 4.9),
(1170; 5.3), (1175; 5.4), (1225; 4.9), (1245; 5.2),
(1275; 5.3)
Jq =3.341 +0.0015x,
o _ o _
[{e] [{e]
0| 0 |
o wn
) ) ° °
° °
= PY ° =
| |
IS ® IS
X o X o
S ° S
" ° ) ) Y
= g = g
) °
v wn
< <
o | o |
< <
10‘00 1160 12‘00 1360 10‘00 11‘00 12‘00 13‘00
(a) Cilindrata — x4 (a) Cilindrata — x4

Figura 9.2 Diagrammi a dispersione e retta interpolanterammiquadrati, esempio 9.1.
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Il diagramma a dispersione dei dati individuali, propostdigura (9.2, pannello a),
suggerisce come la relazione che lega il consumo di cartueala cilindrata possa
essere riassumibile dal modello linedfe= ag + a1 X.

Scelto pertanto di ricorrere a tale modello, il valore deiapaetriag € a; viene ad
essere determinato, in accordo al metodo dei minimi quiadahe

Cov[X,Y] 7.825444

a1 = =
! VIX] 5141.716
ag = E[Y] — ai E[X] = 5.077 — 0.0015 - 1140.769 = 3.366

= 0.0015

In definitiva il modello, il cui grafico & riportato in figur®2, pannello b), diviene

Y =3.366 + 0.0015 X.
<

Qualora la component¥ della variabile statistica bivariata in esame presentasssi-
guo numero di modalita distinte, allora in corrispondenza a ciascuna di esse si avrebbe
una variabile statistica condizionaitd.r; dotata ovviamente di valor medig .

Tale situazione é rappresentata graficamente dai diagrardmpersione di figura (9.3).
Il pannello (a) propone il diagramma a dispersione deliénmse delle coppie di dati indi-
viduali {(Z4; Ua) Ya=1...n, mentre nel pannello (b) & stato aggiunto I'insieme dediegpie
{(xi; HY\xi)}izl,...,r-

Se tale & la situazione, allora, scelto il modéllo= ag + a1 X, | parametri individuati
secondo il metodo dei minimi quadrati operando sui dativigidiali vengono a coinci-
dere con quelli ottenibili minimizzando il quadrato deglasti tra le medie condizionate
(E[Y|z;]) e i corrispondenti valori teorici), cioé minimizzando la funzione

T

¢ (ap, a1) = Z (EY|zi] — a0 — ax sz‘)Q n;. (9.10)

i=1

Infatti, il sistema delle derivate prime parziali rispetitha, € a; diviene

r

Z (E[Y|.TZ] — Qo — aq .TZ) n;. =0
=1

Z (E[Y|z;] — ap —ay z;) x;n;. =0

i=1
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Dati individuali Medie condizionate
< _ < _
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[ )
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o
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S ®
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° o
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(@) Xq (b) X«

Figura 9.3 Diagramma a dispersione: dati individuali e reedindizionate.

che, dividendo ambo i membri delle equazioni per distribuendo le sommatorie che vi
compaiono, puo essere scritto

% (iE[Y‘SL’Z] n;. —aoini. — aq zr:xznl> =0
i=1 i=1 i=1

% <i E[Y|ZE1] TNy — Qo il‘l n;. —a i;p? nl> =0
=1 i=1 i=1



9.2. Il metodo dei minimi quadrati e la retta di regressione 227

Ricorrendo in ultimo all'operator&| - |, otteniamo il sistema nella forma

ap + a1 E[X]| = E[Ey|x]
ap E[X] + a; E[X?] = E[X - Ey|x]

da cui le soluzioni
Cov [X, Ey‘X}

V[X]
a = E[Ey|x] — a; E[X]

a; =

Ricordando ché’[Ey x| = E[Y], osservando che la covarianza ¥z Ey|x pu0 essere
vista come

Cov[X, Ey|x] = E[X - By|x] — E[X] E[By|x] = E[X - Ey|x] — E[X] E[Y]

dove il termineE [ X - EY‘X], tenendo a mente la definizione di medie condizionate, viene
ad essere

E[X Ey‘X ZI‘Z Y‘ZCZ ;. ZZCZ ) Zyjnwnz =
i
= %szzyﬂm = E[X Y]

i=1 j=1

le soluzioni, come gia detto, coincidono con quelle otténcon il metodo dei minimi
guadrati operando sui dati individuali, cioe

Cov [X,Y]

VIX]
ag = E[Y] — ay E[X]

a; =

Tali considerazioni, ci consentono di capire perché kaieterpolante ai minimi quadrati
viene abitualmente dettetta di regressionén statistica matematica si chiamazione

di regressionéinsieme di coppie costituite dalle modalita distintee dalle corrispon-
denti medie condizionat&[Y|z;]; visto che la retta interpolante ai minimi quadrati &
guella che “piu si avvicina alla funzione di regressionegr analogia viene dettatta di
regressione
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Siimmagini che larilevazione del voto della prova scriit&htistica ed il voto finale
conseguito d&0 studenti in una sessione di esame abbia dato luogo allabitaria
statistica bivariatd X, Y) = {voto della prova scritta, voto finglecon insieme dei

228
> ESEMPIO9.2
dati individuali
{(Za; Ja) ta=1,..25 =(18,18), (18, 21),
(20, 19), (20,23
(23,26), (23,21),
(24,27), (24, 30),
Dati individuali
& o0
S |
| Q
g g
& °
:
>
R :
>
Lfﬂ) _
1‘6 1‘8 Zb 2‘2 2‘4 2‘6 2‘8

(a) Voto di scritto — x4

) (187 23)7 (187 24)7 (187 19)7

), (20,25), (23, 18), (23, 23),

) (237 25)7 (247 24)7 (247 25)7

), (25,25), (25,27), (25, 30)

Medie condizionate

S O O
o

& _

8 _

ﬂ _

16 18 20 22 24 26 28
(b) Voto di scritto — Xq

Figura 9.4 Medie condizionalé|z,, e retta di regressione, esempio 9.2.

Il diagramma a dispersione dei dati individuali, propostdigura (9.4, pannello a),
suggerisce come la relazione tra il voto della prova scettdl voto finale possa
essere riassunta dal modelo= ag + a1 X.
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Pertanto il valore dei parametiy e a; viene ad essere determinato, in accordo al
metodo dei minimi quadrati, come

Cov[X,Y] 5.58
T V[X]  6.96
ap = E[Y] — a1 E[X] = 23.65 — 0.802 - 21.80 = 6.166

= 0.802

ai

L'andamento della retta di regressiolie= 6.166 -+ 0.802 X & riportato in figura
(9.4, pannello a).

Se si osserva che in tale situazione, l'insieme delle mtzddistinte assunte dalla
v.s. discretaX corrisponde all'insiemgx;}i—1,. 5 = {18,20,23,24,25}, allora &
possibile, senza alcuna perdita di informazione, cogtriairseguente distribuzione
di frequenze congiunte per la v.s. bivarigfa Y)

XY — |18 19 21 23 24 25 26 27 30
18 11 1 1 1 0O 0 0 0|5
20 o 1 o0 1 o 1 0 0 O0]3
23 1 0o 1 1 0 1 1 0 0|5
24 o o o o0 1 1 o0 1 1|4
25 o o0 o0 o o 1 o0 1 1]3

La distribuzione delle medie delle cinque v.s. condizienafz; risulta

o _ [EY|z] _ f21.00 2233 22.60 26.50 27.33
L U P 3 5 4 3

e dal momento che per essa
Cov [X,BEyx]| =Cov[X,Y] =558  E[Ey|x] = E[Y]=23.65

ey

si ottiene
o Cov [X, Ey|x] _5.58
V[X] 6.96
ao = E[By|x] — a1 E[X] = 23.65 — 0.802 - 21.80 = 6.166

= 0.802

<

Concludiamo il paragrafo osservando che data una v.s.iéigde cui componenti siano
v.S. continue per le quali non sia possibile pervenire aligriduzione di frequenze con-
giunte se non raccogliendo i dati individuali in classi,alaolo dei valori dei parametri
della retta di regressione dovra essere effettuato safia elle coppie di dati individuali
(Za; o). Anche in questo caso, infatti, la scelta del numero e delpi®zza delle clas-
si per ciascuna variabile statistica condurrebbe ineMtedmte ad una distorsione nelle
conclusioni dell'analisi qualora i parametri della retts$ero determinati a partire dalla
distribuzione di frequenze congiunte. A tal riguardo, edlgsempio che segue.
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> ESEMPIO9.3

Si supponga che la rilevazione deiatura(in cm) e delpeso corporein kg) di 20
persone abbia dato luogo alla v.s. bivarigha Y') = {statura, pespcon insieme di
dati individuali

{(Za: ) tazt....20 =(160.5;57.0), (162.2; 58.2), (164.8; 59.5), (166.0; 60.3),
(168.4;60.7), (188.5; 84.7), (168.6; 62.3), (169.2; 65.1),
(169.8;66.2), (171.1; 70.7), (173.8; 70.8), (176.0; 73.1),
(178.8;73.1), (180.8; 73.2), (181.2; 74.1), (183.3; 75.6),
(183.5;78.8), (184.0; 80.3), (184.8; 84.5), (190.4; 89.0)

il cui diagramma a dispersione & proposto in figura (9.5nhpl0 a), dal quale si
evince, come del resto ci si aspetta, I'esistenza di un legareare tra le variabili
statisticheY” ed X. Scelto pertanto il modelld” = a¢ + a; X, posto di ricorrere al
metoto dei minimi quadrati, i valori dei parametri dellataedi regressione risultano

Cov[X,Y] 79.509

a1 = =
! VI[X] 77.223
ag = E[Y] — a; E[X] = 70.860 — 1.0296 - 175.285 = —109.613

= 1.0296

Il grafico della retta di regressiorié = —109.613 + 1.0296 X & riportato sempre in
figura (9.5, pannello a).

Si immagini, ora, di raccogliere i dati individuali di ciasta v.s. in4 classi di
ampiezza costante si da ottenere la seguente distriludidrequenze congiunte

X]lY —= | 50460 60470 70480 80490
160 4170 3 ) 0 0
170 - 180 0 0 4 0
180 4190 0 0 4 3
190 - 200 0 0 0 1

il cui corrispondente diagramma a bolle & riportato in fg(8.5, pannello b), da cui
appare ancora lecito supporre una relazione di tipo lingarke variabiliY ed X.
Scelto pertanto il modello di regressiokie= ag+a; X, individuati i centri di classe
per entrambe le variabili statistiche, calcolate le medierarianze nonché la cova-
rianza sulla base della distribuzione di frequenze congjuinvalori dei parametri
risultano

~ Cov[X,Y] 81750
- VI[X] 94.750
ap = E[Y] — a1 E[X] = 71.500 — 0.8628 - 175.500 = —79.921

ay = 0.8628
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Dati individuali Dati in classi
o _ o _
[} (o]
o | o |
[oe] [e]
s =
| |
2 R A % S
& &
o | o |
o ©
(=3 o
Te) wn
[ T T T T 1 [ T T T T 1
150 160 170 180 190 200 150 160 170 180 190 200
(a) Statura — xq (b) Statura - x;

Figura 9.5 Rette di regressione a confronto, esempio 9.3.

Il grafico della retta di regressiorié = —79.921 + 0.8628 X & riportato sempre in
figura (9.5, pannello b).

Manifestamente i due modelli di regressione differiscomed parametri poiché si
riferiscono a due diverse situazioni. Cio € unicamenteuttvall’effetto del raggrup-
pamento, peraltro artificioso ed arbitrario, dei dati indliali in classi. Tale effetto
puod essere colto ad occhio osservando la distribuzion@utei entro le griglie di
figura (9.5).

<

9.3. BONTA DI ADATTAMENTO

Individuati i parametri della retta di regressione, dispam della nuova variabile sta-
tistica Y il cui insieme di dati individuali sara determinabile a fp@& da quello della
v.s. X tramite la trasformata lineam, = ao + a; z,. Ovviamente, per costruzione, le
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coppie(Z.; J.) corrisponderanno nel piano cartesiano a punti apparteakatetta di

regressione.

Per avere un’idea di quanto la retta ben si “adegui” ai dateosti, ci pare del tut-
to naturale considerare la variabile statistica, dettdui di regressionelefinita quale
differenza tra la v.s. osservatae la v.s. teoricd’, cioé

A

Y —-Y (9.11)

La costruzione ed interpretazione di un diagramma a digpezsielle coppi€z.; Jo—Ja)

€ un modo semplice ed intuitivo per cogliere 'adeguateraeeno del modello ai dati. Se
il modello ben si adatta ai dati, allora i punti di coordingtg; 7. — ) Si dispongono nel

piano in modo sparso, non evidenziando alcuna tendenzadof@osi come nel grafico
proposto in figura (9.6, pannello a). Allo scemare della Aal@l modello, il diagramma
tende ad evidenziare regolarita di comportamento, comesachpio illustrato in figura
(9.6, pannello b).

o _ o _ °
— — °
° L] °
°
Te] ® e n
[¢] o | (O] o |
°
s . . 5
) 0w
[ 1)
g o
(@) [@2]
g2 oo ¢ g3 s
S ° ° ° °
= =
] ° S °
3 ° &
X o, x 4 °
o T [ ] o T °
T L [ %
o. L4 o
o o
- - — -
! I T T T T T 1 ! I T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
(&) Xq (0) Xq

Figura 9.6 Residui di due diversi modelli di regressione.
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Ovwviamente, qualora i valori osservati appartenessetodllé retta di regressione, il
modello scelto si adatterebbe perfettamente ai nostriedativariabile residui di regres-
sione sarebbe costantemente nulla. Va da sé che al crestaievariare dei valori as-
sunti dai residui di regressione, I'adeguatezza del modslema via, via. Una misura,
dunque, di bonta di adattamento della retta di regressadnati potrebbe essere offer-
ta dal valor medio dei residui, tuttavia esso e nullo; rizordo infatti la (9.9) risulta
ElY —Y] = E[Y] - E[Y] = 0. L'alternativa & rappresentata dal ricorso alla variateia

residui di regressione, data da

R 1 e R
VIV = ¥] = =3 (fa — )
a=1

Figura 9.7 Uguaglianza, — iy = (fa — fia) + (i — fiv ).

Desiderando pervenire ad un indice normalizzato di misetka donta di adattamento
del modello ai dati, possiamo, analogamente a quanto fattglpindici di dipendenza,
cercare una maggiorazione della varianza dei residui. Ainal possiamo sfruttare la
seguente proprieta della varianza della ¥.sche e vera per qualsiasi modello lineare nei
parametri e che si basa, cosi come evidenziato in figury @ulfa uguaglianza

goz — Hy = (ga _ga) + (ga _,UY)
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valida qualunque sia =1, ..., n.

Proprieta 9.1 La varianza della componenté di una v.s. doppidX,Y’) puo essere
scomposta nella somma della varianza dei residui di reigress della varianza spiegata
dal modello di regressione, cioe

VthﬂY—YyHﬁY—Ewﬂ (9.12)

(per la dimostrazione, cfr. paragrafo 9.5).

<
Evidentemente dall’equazione (9.12) risulta che la vaidagtei residui di regressione sara
sempre non maggiore della varianzadiper cui il rapporto

vp—ﬂ
—

e sempre compreso tra zero ed uno e potrebbe essere assaletondice normalizzato di
bonta di adattamento. Poiché in tal modo un valore nulloa®gporto implicherebbe un
perfetto adattamento del modello ai dati e viceversa urreglari all’'unita sarebbe indice
di pessima adeguatezza, quale misura di bonta si predantsizzare il complemento ad
uno di tale rapporto.

Definizione 9.2 (Coefficiente di determinaziondk?)
Definiamo misura normalizzata di bonta di adattamento dinaaello di regressione ai
dati la quantita

; Vh—ﬂ
RR=1———7rr— 9.13
VY] (9-13)
detta coefficiente di determinazione e per la quale ValeR? < 1. -

Ricordando la (9.12), il coefficiente di determinazidiepuo anche essere scritto nella
forma

Vﬁ—Em]

==

Valori di R? prossimi all’'unita consentiranno di ritenere soddisfdedl modello scelto,
mentre bassi valori condurranno ad una sua eventuale utamione.
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> ESEMPIO9.4

Peso - yq

A commento di quanto esposto, riprendiamo la situazionaiidalfesempio (9.3).

Come si disse le coppie di dati individudli,;3,) evidenziano di per sé che la
relazione tra il peso e la statura degli individui censitsge essere riassunta dal
modello di regression¥ = —109.613+1.0296 X, cosi come evidenziato dal grafico

proposto in figura (9.8, pannello a).

o _ :
(<} :
< e . °
8- 5 .
N .
= ° oo
I o
= ® . °
Q L= T L S
3 o o
@ °
g °
Nl °
o |
© °
°
®e
<
|
o
Te]
[ T T T T 1 [ T T T T 1
150 160 170 180 190 200 150 160 170 180 190 200
(a) Statura — x4 (b) Statura — xq

Figura 9.8 Retta di regressione e residui di regressioeegi® 9.4.

Ricorrendo a tale modello, in forma tabellare abbiamo
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ja ga Qa ga - ga joz ga ga ga - Qa
160.5| 57.0| 55.637| 1.363 173.8| 70.8| 69.331| 1.469
162.2| 58.2| 57.388| 0.812 176.0| 73.1| 71.596| 1.504
164.8| 59.5| 60.065| -0.565 178.8| 73.1| 74.479| -1.379
166.0| 60.3| 61.300| -1.000 180.8| 73.2| 76.538| -3.338
168.4| 60.7| 63.771| -3.071 181.2| 74.1| 76.950| -2.850
188.5| 84.7| 84.466| 0.234 183.3| 75.6| 79.112| -3.512
168.6 | 62.3| 63.977| -1.677 183.5| 78.8| 79.318| -0.518
169.2| 65.1| 64.595| 0.505 184.0| 80.3| 79.833| 0.467
169.8| 66.2 | 65.213| 0.987 184.8| 84.5| 80.657| 3.843
171.1| 70.7| 66.551| 4.149 190.4| 89.0| 86.422| 2.578

Come ci si poteva attendere, I'adattamento del modellogiessione ai dati osserva-
ti € buono, come emerge dal diagramma a dispersione ddurgsbposto in figura
(9.8, pannello b) ove il punti di coordinaté., ; 7, — J.) SONO “casualmente” disposti
nel piano.

Desiderando misurare il grado di adattamento del modellegtiessione ricorren-
do al coefficiente di determinazior@?, sara sufficiente calcolare la varianzaydi
nonché quella dei residui. Dal momento che

VY] = 86.582 VY —Y] =4.720
abbiamo
VY —Y] 4.720
RP=1-— " =1- =0.945
VY] 86.582

il che conferma quanto gia intuito dalla lettura del diagnaa a dispersione dei
residui.

<

Il coefficiente di determinaziong&? & una misura di bonta di adattamento ai dati qualsiasi
sia il modello a cui si faricorso. Solo nel caso si adotti guabdello la retta esso coincide
con il quadrato del coefficiente di correlazione lineareggr.

Tale affermazione si basa sulla seguente proprieta datlanza dei residui dalla retta di
regressione.

Proprieta 9.2 La varianza dei residui dalla retta di regressione e pmpoale alla
varianza diy” tramite il fattorel — p?, cioeV[Y — Y] =V [Y] (1 — p?).

(per la dimostrazione, cfr. paragrafo 9.5).
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Sostituendo nella (9.13) la varianza dei residui dallaarditregressione, otteniamo che
R? = p?, infatti

VIYI (-
VY]

Qualora il coefficiente di correlazione linegrdosse, in valore assoluto, pari all'unita la
variabilita diY” verrebbe ad essere totalmente spiegata dalla retta dsségmne, infatti si
avrebbed/[Y] =V [Y - E[Y]}. In tal caso i dati individualjz,; 7,,) corrisponderebbero
a punti del piano cartesiano allineati su una retta, appguétia di regressione.
Viceversa, qualora il coefficiente di correlazione linearfsse nullo, il che impliche-
rebbe una covarianza nulla tra le componenti la variabdéssica doppia e quindi un
coefficiente angolare nullo della retta di regressione tmrvia conseguenza che questa
risulterebbeY” = E[Y], il modello nulla spiegherebbe della variabilita Wi infatti si
avrebbeV [Y] = V[Y —Y].

Va da sé che nella realta ci si trovera sempre in situazigarmedie, nel senso che
generalmente-1 < p < 1.

R*=1-

9.4. MODELLI LINEARIZZABILI

A compendio di quanto esposto sulla regressione lineadicliiamo questo paragrafo
alla presentazione di alcuni casi particolari che possom@ate utili in pratica.

In molti casi € la natura stessa del problema, di cui le a®phi; 7,) ne sono manife-
stazione, che suggerisce il tipo di modello interpolamealtri casi sono I'occhio e la
perspicacia del ricercatore a guidare nella scelta di uneftmdhe bene si adatti ai punti
assegnati.

Esistono alcuni modelli non lineari nei parametri che tittgossono essere ricondotti
alla forma lineare. Semplici considerazioni matematiadresentono infatti di trasformare
modelli del tipoY = a - 0%, Y =a- X eY = (a + b X)~'in forma lineare. Infatti:

* perY = a - bX passando al logaritmo naturale si ha
In(Y) =In(a-b*) = In(a) + In(b*) = In(a) + In(b) X
cioe”Z = agp+a; W, se poniamdZ = In(Y), W = X, ag = In(a) ea; = In(b).
* perY = a - X® passando al logaritmo naturale si ha
In(Y) =In(a- X*) = In(a) + In(X®) = In(a) + bin(X)

cioeZ = ag + a; W, se poniamdZ = In(Y), W = In(X), ap = In(a) €a; = b.
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x perY = (a + b X)~! considerandone il reciproco

1
?:a+bX

cioeZ =ag+a; W, seponiamd = 1/Y, W = X,ap =aea; =b.

Dal punto di vista statistico per scegliere il modello ad®gusi pud procedere in maniera
empirica. Se il diagramma a dispersione suggerisce chedeitwlineare non € adeguato

a descrivere la relazione tra le due componenti la v.s. @ppiY’), si puo ricercare se

il legame intercorrente e descrivibile da un modello Inezbile opportunamente tra-
sformando le variabilX eY e cogliendo dal nuovo diagramma a dispersione I'eventuale
legame lineare.

Tra le possibili trasformazioni, citiamo le seguenti:

* trasformazione semi-logaritmicd/ = X, Z = In(Y").
In tale caso

(ja§ ga) — (woc = Ta; Ra = ln(ya))

Se laretta pare ben adattarsi all'insieme dei dati indiziiclella nuova v.s(W, Z),
cioe appare lecito porrg, = ag + a; W,, allora il modello interpolante per la v.s.
bivariata(X,Y') saraj, = a - b, cona = exp(ap) €b = exp(ay).

* trasformazione doppia-logaritmicd/ = in(X), Z = In(Y).

(Ta;Ta) = (Wa =1In(Z0a); 20 = In(Ya))

Se laretta pare ben adattarsi all'insieme dei dati indiziiclella nuova v.s(W, Z),
cioeé appare lecito porrg, = ag + a; w,, allora il modello interpolante i punti del
piano(x,y) saraj, = a - 7%, cona = exp(ay) €b = a;.

* trasformazione semi-recipracd/ = X,Z =1/Y.
(ja; ga) — (wa - ja; 204 = g(;l)

Se laretta pare ben adattarsi all'insieme dei dati indiziidiella nuova v.s(W, Z),
cioe appare lecito porre, = ag + a1 Z,, allora il modello interpolante i punti del
piano(z,y) sarag, = (a +bi,)"t, cona = ag b = ay.
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> ESEMPIO9.5

A commento si immagini di disporre delle seguenti coppieadi shdividulali

{(ja; ga)}a=1,...,10 :(1; 3)7 (2; 12)’ (3; 9)7 (4; 20)7 (5; 37)7
(6; 45), (7, 67), (8; 80), (9; 130), (10;210)
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Figura 9.9 Modelli interpolanti a confronto, esempio 9.5.

il cui diagramma a dispersione ¢ riportato in figura (9. %r@llo a). Da una sua
lettura appare chiaro come l'interpolazione dei dieci pumtdiante una retta non
riesca a cogliere il legame funzionale aed X . A tal riguardo si osservi il grafico
di figura (9.9, pannello b) che riporta la retta interpolaaitminimi quadrati. Appare
lecito supporre un legame funzionale di tipo esponenz@é® considerare il mo-
delloY = ab¥. Alfine di individuare, ricorrendo al metodo dei minimi quad, i
valori dei parametriz e b del modello prescelto ricorriamo alla trasformata semilo-
gratitmica, cioé consideriamo il modello lineafe= a¢ + a1 X, doveZ = log(Y),

ap = log(a) ea; = log(b).
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A questo punto sara
= Cov[X,Z] 3.483
T UVIX] T 8250
ag = E[Z) — a1 E[X] = 3.500 — 0.422 - 5.500 = 1.177

= 0.422

per cuiZ = 1.177 + 0.422 X, il cui grafico & illustrato in figura (9.9, pannello c).
In definitiva avieman = exp(ag) = 3.246 e b = exp(a;) = 1.525, sicchéY =
3.246 - 1.525%, il cui grafico & riportato in figura (9.9, pannello d).

<

9.5. ALCUNE UTILI DIMOSTRAZIONI

Dedichiamo questo paragrafo alla dimostrazione delle doyerigta che abbiamo sfruttato
ai fini della costruzione del coefficiente di determinazidite

A tal fine premettiamo alcune proprieta dei residui di regiene che ci consentiranno di
alleggerire i successivi passaggi.

Riprendendo il sistema delle equazioni normali dato in)(8.8ividendo ambo i membri
di entrambe le equazioni per otteniamo il sistema equivalente

I, .
g;(ya_ya) =0

" 9.14)
- ~a - Aa ~a =0
- ;(y Jo) ¥

Da questo possiamo ora dimostrare senza fatica le segueptigia dei residui dalla retta
di regressione:

* il valor medio dei residui di regressione & nullo, ciBg” — Y] = 0 e cid in virtd
della prima equazione del sistema (9.14).

* i residui risultano ortogonali ai valori teorici, cioB[(Y — Y)Y] = 0. La di-
mostrazione segue direttamente dal sistema di equazid#)(®sservando infatti
che

~

BIY =¥)¥] = BI(Y = ¥) (a0 + a1 X)] =
— E[(Y = Y)ap] + E[(Y = V)& X)] =
=ayElY — }A/] +a B[(Y — Y)X]
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saraE[(Y — Y)Y] = 0 in quanto somma delle due equazioni del sistema di
equazioni normali moltiplicate rispettivamente per letaos a, e pera; .

~

* la covarianza tra i residui e i valori teorici & nulla, ci6ev[(Y —Y),Y] = 0, e cid
in virtu delle due precedenti proprieta.

Scomposizione della varianza

Ci proponiamo di dimostrare la proprieta (9.1) introd@tt@aragrafo precedente, ovvero
che la varianza della componenteli una v.s. doppi@X, Y’) pud essere scomposta nella
somma della varianza dei residui di regressione e dellanzai spiegata dal modello di

regressione, cioe

VY=V [Y—Y} +V [Y/— E[Y]} (9.15)

A A

Ricordando ch& — E[Y] = (Y = Y) + (Y — E[Y]), e cheV[Y]| = E[(Y — E[Y])?]
sara

(v -7+ - )] =
I

zv:Y—Y]JrV[Y—E[Y]]

poiché il doppio prodotto e nullo, infatti

A ~

Ely -y (Y—E[Y])] —F [(Y—Y)Y} _E [(Y—Y)E[Y] =0
in virtu delle precedenti proprieta.

Varianza dei residui dalla retta di regressione

Ci proponiamo di dimostrare la proprieta (9.2) del partmg@mecedente, ovvero che la
varianza dei residui dalla retta di regressione e propaogde alla varianza di” tramite il
fattorel — p?, cioé

VY = Y] =V[Y](1-p?)
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A tal fine osserviamo inizialmente che si tratta della vazaadi una combinazione lineare
di v.s., pertanto

A~

VY = Y] =V[Y]+ V[Y] = 2Cov[Y,Y]
Poiché si ha
VY] = Vg + a1 X] = a2 V[X]
€ ancora
CovlY,Y] = E[Y - Y] — E[Y]E[Y] = E[Y (ao + a1 X)] — E[Y]*> =
=a E[Y]+a E[X Y] - E[Y]? =
=EYP—-a EX|E[Y]+a E[X Y] - E[Y]? =
=a; Cov[X,Y]

allora

VY = Y] = VY] + @ V[X] - 2a; Cov[X, Y] =
Cou[X,Y]*? | Cou[X, Y] _

VIX] VIX]
vy - o T v a - )

9.6. IL FOGLIO ELETTRONICO

Consideriamo la v.s. doppiaX,Y) = {Stipendio iniziale, Stipendio attudlelel con-
sueto filedipendenti.sxc e costruiamo il diagramma a dispersione cosi come appare in
figura (9.10).

Per determinare i parametri della retta di regression®taioo: F[X], V[X], E[Y] non-
chéCov[X, Y] inserendo nella cellg2 la funzione=MEDIA(A2:A474) , nella cellaE3
la funzione=VAR.POP(A2:A474) , nella cellaE4 la funzione=MEDIA(B2:B474)

e nella cellaE6 la funzioneCOV(A2:A474;B2:B474) che restituisce il valore della
covarianza.

Pera, sara sufficiente, a questo punto, inserire nella &&lléa formula=E6/E3 , mentre
perag poniamo nella cell&10 la formula=E4-E9 * E2.

\Volendo aggiungere al diagramma a dispersione la rettaydessione calcoliamo i valori
teorici che poniamo nellintervallo di celle2:c474 inserendo ad esempio @2 la
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Figura 9.10 Retta di regressione residui di regressiomep® 9.4.

formula =$E$10+$E$9  A2. Potremmo cosi aggiungere al grafico a dispersiane
serie di valori nelle cellec2:c474 scegliendo di congiungerli con una linea.
Concludiamo il paragrafo osservando che nelle deledE8 compare il valore del coef-
ficiente di correlazione lineaye In E7 abbiamo inserito la formulaE6/radq(E3  * ES)
calcoland a partire dalla sua definizione

Cov[X,Y]
VIX]VIY]

Mentre nella celld&8 abbiamo usato la funzione predefinita di OpenOffice chetueste
il coefficiente di correlazione lineareCORRELAZIONE(A2:A474;B2:B474)

9.7. BESERCIzI

> ESERCIZIO 9.1

Com’e noto la concentrazione di ozonb)( espressa in mg pen?, nelle grandi
aree metropolitane dipende, oltre che da altri fattorirangnisura dalla temperatura
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ambientale X). | dati che seguono riguardamo= 25 misurazioni registrate da una
centralina di controllo in altrettanti giorni feriali deiesi di giugno e luglio alle ore
12.00 nei pressi di un’importante crocevia

{(Zai¥a)a=1,..,25 ={(22;9), (24;23), (25; 21), (25; 22), (26; 31),
(26;44), (26;45), (26;59), (27;9), (27; 39),
(27;65), (27: 88), (28; 16), (28; 28), (29; 35)
(30; 44), (30;73), (30; 78), (31; 66), (32; 89)
(32;110), (32; 122), (34;85), (34; 118), (36; 96)}

Si proceda a:

* costruire un diagramma a dispersione per le coppie di vaks@rvati;
x calcolare i parametri della retta di regressidne= ag + a; X

* calcolare la varianza dei residui di regressione noncbéefficiente di deter-
minazione del modello.

> ESERCIZIO 9.2

La rilevazione del numero di dipendenfX] e del fatturato giornaliero¥{), su un
collettvo statistico costituito da0 esercizi pubblici ha dato luogo alla seguente
distribuzione di frequenze congiunte:

X] Y— 200-4400 400800 8001000 1000 2000

1 10 5 2 0
2 4 12 2 1
3 1 2 11 3
4 0 1 6 10

Si proceda a:

x calcolare i parametri della retta di regressidfe= ag + a1 X;

* calcolare la varianza dei residui di regressione noncbésfficiente di deter-
minazione del modello.



9.7. Esercizi 245

> ESERCIZIO 9.3

Si sono eseguite4 misurazioni della temperatur®’§ dell’'acqua di un lago percorso
da correnti a diverse profonditX() ottenendo la seguente distribuzione di frequenze
congiunte:

{(Fas Fo) Yamr,...21 ={(5:21.5), (5;20.5), (5; 20.7), (105 20.3), (10; 21..1),
(10;20.44), (15;19.2), (15; 18.7), (15; 19.5), (20; 17.5),
(20;16.5), (20; 17.2), (25; 16.5), (25; 16.2), (25; 15.5)
(30;14.8), (30; 14.5), (30; 13.8), (35; 13.5), (35; 13.1)
(35;13.7), (40; 12.2), (40; 11.5), (40; 11.8)}

Si proceda a:

* costruire un diagramma a dispersione per le coppie di vaks@rvati;
x calcolare i parametri della retta di regressidhe= ag + a; X

* calcolare la varianza dei residui di regressione noncbésfficiente di deter-
minazione del modello.

> ESERCIZIO 9.4

Rispondere agli stessi quesiti di cui all'esercizio 9.3y@ave costruito la distribu-
zione di frequenze congiunte della variabile statisti&aY").

<
> ESERCIZIO 9.5
Sia(X,Y’) una variabile statistica bivariata con insieme di datividtiali
{ZaiUata=1,..5 = {(10;0.32), (11;0.39), (15;0.70), (16;0.90), (18;1.29)}
Individuare i parametri di un modello ai minimi quadrati chen si adatti ai dati
individuali.
<
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> ESERCIZIO 9.6
Sia(X,Y’) una variabile statistica bivariata con insieme di datividiiali

{ZaiTatazt...s = {(1;6.9), (2:8.0), (3;8.6), (4; 11.0), (7; 18.5),
(8;25.0), (10; 39.0), (12; 60.0)}

individuare i parametri di un modello interpolante a minguadrati che ben si adatti
ai dati individuali.
<

> ESERCIZIO 9.7

Da un censimento di imprese artigiane del settore manifattusi € rilevata la
seguente v.§.X,Y) dove:

X = {tributi versati nell’anno 2004in euro
Y = {volume degli affari nell'anno 2004in migliaia di euro.

con distribuzione congiunta di frequenze assolute:

Xl Y—> |0 4100 100 4200 200 4300 300 4500
0 —30 8 2 0 0
30 60 3 20 9 1
60 —90 1 25 55 37
90 4150 0 3 7 10
Si proceda a:

* calcolare i parametri della retta di regressidne= ay + a1 X;

* calcolare la varianza dei residui di regressione noncbéefficiente di deter-
minazione del modello.
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